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V. символы ЭЛЕМЕНТОВ 
КРИСТАЛЛИЧЕСКОГО МНОГОГРАННИКА. 

1. ІН^ИСТАЛЛОГРАФИЧЕСКРІЕ СИМВОЛЫ. 

Принимая во внимание, что внешняя форма кристалла 
является определенной функцией его внутреннего строения, 
мы можем рассматривать его внешний вид, как результат 
определенных физических (и отчасти химических) процессов, 
зафиксированных природой в виде кристаллического много¬ 
гранника, состоящего из твердых частиц. Из возможности 
такой точки зрения вытекает важность изучения наружной 
формы кристалла, причем изу^іение внешнего вида кристалли¬ 
ческого многогранника мы можем считать за исследование 
некоторых определенных физических свойств данного ве¬ 
щества в твердом состоянии, характеризующимся кристалли¬ 
ческой однородностью. 

Для того, чтобы иметь возможность вполне точно ориен¬ 
тироваться в взаимном расположении элементов кристалли¬ 
ческого многогранника, всего удобнее выбрать некоторые 
из его элементов и придать им определенное положение 
в пространстве. После этого, взаишое расположение всех 
других элементов многогранника может быть вполне уста¬ 
новлено, если мы будем знать их положение относительно 
элементов, выбранных нами за исходные. Такими элементами 
может служить всякая совокупность элементов, вполне опре¬ 
деляющих данный кристаллический комплекс. 

Для полного определения взаимного расположения частей 
прост[)анственной фигуры необходимо иметь в качестве данных, 
по крайней мере, три направления, не лежаіцих в одной плос¬ 
кости. Такие направления называются в аналитической гео¬ 
метрии осями координат, и представляют собою тіш линии, 

1 * 


4 


Символы элементов кристаллического многограыніпса 


причем для определения отрезков по всем трем линиям бе¬ 
рется какая-нибудь определенная единица длины, одинако¬ 
вая для всех направлений. Так как каждый кристалт- 
ческий многогранник представляет собою пространственную 
фигуру, т. е. фигуру трех измерений, то и для определения 
взаимного расположения его элементов также необходимо 
принять три оси. За такие оси принимаются ті)и возмож¬ 
ных ребра данного кристаллического комплекса. 

Так как калдое возможное ребро комплекса будет опреде¬ 
ленным рядом гомологических точек пространственной ре¬ 
шетки, соответствуюіцей этому іюшілексу, то всего удобнее 
принять некоторые три ряда, не лежаіцие в одной плоской 
сетке, за постоянные направления, т. е. оси, относительно 
которых мы и будем определять пололсение всех элементов 
данного кристаллического многогранника. Так как калѵдый 
такой ряд характеризуется совершенно определенным про¬ 
межутком, то этот промежуток ряда мы и моліем принять 
за метрическую единицу по направлению, соответствующему 
данному ряду. В виду того, что ряды различных непараллель¬ 
ных направлений имеют, вообще говоря, разные промелгутки, 
мы заключаем, что метрические единицы по трем осям будут 
различны. В виду такой особенности этих осей, мы их на¬ 
зываем не осями коорданат, а кристаллографическими осями, 
принимая во внимание, что' такие оси являются всегда воз- 
молгными ребрами данного кристаллического комплекса. 

Определив положение возможных граней и ребер кри- 
стал.іического , комплекса относительно выбранных кристалло¬ 
графических осей, мы можем, каким-нибудь способом, обозна¬ 
чить это положение, руководствуясь определенными прави¬ 
лами. Такое обозначение положения грани или ребра кри- 
стал.ішческого комплекса относительно кристаллоі'рафических 
осей называется символом грани или символом ребра, в за¬ 
висимости от того, к какому элементу многогранника оно 
относится. Определенные правила для обозначения элемен¬ 
тов кристаллического многогранника и выводящиеся, на 
основании применения этих правил, символы бы.іи в свое 
время предложены различными авторами. Обозначения граней 
определенного положения определенными буквами были пред- 
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ложены Леви и затем Ф. Науманом; с другой стороны, Мил¬ 
лером была введена система обозначений при помоіди сим¬ 
волов, представляющих собою три целых рациональных тасла, 
называемых индексами символа и получаемых на основании 
соверіиенно определенных правил. 

Очень скоро оказалось, что система обозначений Миллера 
имеет такие существенные преимущества, сравнительно с 
обозначениями .Іеви и Наумаиа, что параллельно с симво¬ 
лами, предложенные этим авторами, постоянно приходилось 
пользоваться и символам Миллера. Б настоящее время, 
обіцеупотребительной является именно эта последняя си¬ 
стема, причем символы Леви и Наумана почти соверіиенно 
не употребляются, так что их можно встретить только в 
старых монографиях и статьях. 

В виду этого, мы здесь займемся рассмотрением только 
символов Миллера, а также символов А. Вгаѵаів, видоизме¬ 
ненных Е. С. Федоровым и принятых как этим авторам, так и 
вообще всеми современным кристаллогра(|)ам для кристал¬ 
лов гексагональной гипосингонии. Зти последние символы 
отмчаются от символов Миллера тем, что они состоят из 
четырех целых рациональных чисел, также называемых ин¬ 
дексами. Для получения этих' символов необходимо иметь 
четыре кристаллографические оси, причем три из этих четы¬ 
рех осей лежат в одной плоскости. 

2. СИМВОЛЫ РЕБЕР КОМПЛЕЕСЛ. 

Выберем три сопряженных ряда х^х^ (рис. 151) 

пространственной решетки, пересекающихся в одной гомо¬ 
логической точке О и не ле;кащих в одной плоской сетке, 
и примем эти ряды за кристаллографические оси. Ось х^х^, 
направленную к наблюдателю, мы принимаем за первую 
кристаллографическую ось, причем ее положительное на¬ 
правление будет то, которое идет от точки О к наблюда¬ 
телю. За вторую ось мы принимаем ряд х^х^^ причем поло¬ 
жительное направление для этой оси будет лежать вправо 
от точки О, а сама ось будет располагаться слева направо 
по отношению к наблюдателю. Ряд х^х^^ мы принимаем за 
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третью ось, расположенную вертикально, и ее положительное 
направление будет итти вверх от точки О. Отрицательные 
направления тех лге осей будут расположены в обратном 
порядке по отнопіению к точке О. Если промежуток ряда 
по оси равен Сі, по равен и по Охд равен Сд, 

то 0(1^ = Оа,^ = ^2 и Оа^ = Сд. 

Положим, у нас имеется некоторая гомологическая точка 
данной пространственной решетки; координаты этой точки 
мы можем определить, проведя из точки прямые 

а„а^ II Ояі, «„«3 II Оа^ и || Оа^ 

ДО пересечения этих прямых с тремя плоскостями, каждая 
из которых определяется двумя кристаллографическими осями. 
Длины отрезков прямых измеренные одинако¬ 

выми единицами длины, называются линейнылш координатами 
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данной точки Обозначив линейные координаты данной 
точки через к^, мы можем назвать 


числовыми координатами или индексами символа данной 
гомологической точки причем заметим, что, при такой 
системе обозначений, ж 4 будут всегда целыми числами 
(положительными кіи отрицательными). 

В самом деле, если за кристаллографические оси принять 
три сопряженные ряда пространственной решетки и провести 
через каждую гомологическую точку данной решетки три ря¬ 
да, параллельные взятым кристаллографически осям, то мы 
получим систему элементарных параллелепипедов, (часть ко¬ 
торой изображена на рис. 151) причем все гомологические 
точки решетки будут находиться в вершинах таких парал¬ 
лелепипедов. Так как, для получения символа данной точки, 
мы должны пройти непременно целое число промежутков по 
трем рядам, принятым за кристаллографические оси, чтобы 
дойти до вершины одного из таких параллелепипедов, а все 
гомологические точки находятся именно в вершинах, то ясно, 

^2 ^ Ч будут непременно целыми числами. 

Вообще говоря, каждые три ряда пространственной решетки, 
пересекающиеся в одной гомологической точке О, не лежа¬ 
щие в одной плоской сетке и определяющие собою, следова¬ 
тельно, три плоские сетки, можно принять за три кристалло¬ 
графические оси или за оси координат, т. е. за постоянные 
данные направления, положение которых известно. Приняв 
некоторые три ряда, удовлетворяющие вышеуказанным усло¬ 
виям, за координатные оси, мы можем определять положение 
каждой гомологической точки реіпетки, а также каждого ряда 
и каждой плоской сетки по отношению к выбранным осям 
координат. 

Три плоские сетки, из которых каждая определяется двумя 
координатными осями, мы называем плоскостями координат, 
а общую точку О пересечения этих плоскостей и осей — 
началом координат. 






8 


Символы элементов кристаллического многогранника 


Если за оси координат мы примем три не сопряженные 
ряда данной пространственной решетки, то числовые ко¬ 
ординаты некоторых гомологических точек решетки уже 
не будут представлять собою целых чисел. Такими дроб¬ 
ными числовыми координатами будут ' характеризоваться все 
те гозіологические точки решетки, которые не будут нахо¬ 
диться в вершинах параллелепипедов, построенных на еди¬ 
ничных отрезках рядов, принятых за оси координат. Таким 
образом, мы будем иметь ясное оіличие в случае принятия 
за оси координат трех не сопряженных рядов от того случая, 
когда за координатные оси приняты сопряженные ряды. 13 
этом последнем с.іучае каждую гомологическую точку про¬ 
странственной решетки мож'но изобразить символом 4? 4]’ 
приче]\[ индексы этого символа, 4^ 4 ^ 4 целые числа. 

Точка О, принятая за начало кристаллографических осей, 
получит символ [О, О, О]. ГІоложихМ, точка имеет си]\івол 
[4’ 4? 4]* Соединив эту точку сточкой О прямой О а,по¬ 
лучим ряд гомологических точек, распололшнных на этой 
прямой. Индексы символов точек этого ряда будут целыми 
числами, причехМ соответственные индексы символов различ¬ 
ных точек одного и того же ряда будут в целое число раз 
больше индексов символа точки ряда, ближайшей к иача.ту 
О кристаллографических осей. Ес.ти за кристаллографиче¬ 
ские оси приняты три сопряженных ряда пространственной 
решетки, то точка [4, 4’ 4] будет, очевидно, б.іилгайшей к 
началу О, если только 4 ? 4 ^ 4 имеют обні,его де.оіте.ля. 
Ест же, напротив, 4? 4 ^ 4 некоторый обнщй де¬ 

литель то символ [4, 4’ 4] будет представлять точку, на¬ 
ходящуюся на расстоянии т промежутков от точки О и ле¬ 
жащую в том же ряде. Таким образом, калідую точку дан¬ 
ного ряда мы можем изобразить символозі ^ггз, тг^\, 

где т иг — целые числа. В виду этого, мы можем впол¬ 
не определить какой угодно ряд, проходящий через точку 
О, обозначив его символом где Гз и Гз — целые 

числа, не имеющие общего делителя. 

Эти числа называются числовыми координатами или индек¬ 
сам сизівола ряда, проходяпщго через точку О, причем они, 
по своей абсолютной величине, будут равны числовым коор- 
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динатам гомологической точки, находящейся в том же ряде 
и ближайшей к точке О. 

Заметим, что в каждом ряде гомологических точек, про- 
ходяні,ем через начало осей, имеются две точки, ближайшие 
к О и лежаіцие по обе стороны на одинаковых расстояниях от 
О. Так как числовые координаты обоих таких точек удов¬ 
летворяют поставленным условиям для числовых координат 
ряда, причем индексы символов этих точек будут иметь об¬ 
ратные знаки, то и два символа и будут обо¬ 

значать один и тот же ряд. 

Как мы знаем, каждая гомологическая точка пространст¬ 
венной репіетки будет совершето равнозначна каждой дру¬ 
гой гомологической точке той же решетки. В виду этого, мы 
всегда можем принять за начало осей координат или кри¬ 
сталлографических осей любую гомологическую точку данной 
пространственной решетки. Сохраняя первоначально выбран¬ 
ное направление кристаллографических осей, мы найдем для 
каждого ряда, параллельного ряду Оа^ тот же символ 
если только примем за начало осей гомологическую точку, 
входяіцую в состав этого ряда, а направления осей возьмеві 
параллельными соответственным рядам Оа^. Таким 

образом, мы можем принять для обозначения всех рядов, па¬ 
раллельных данному — символ* [г^^зГд]. 

Если мы примем за кристаллографические оси три не¬ 
сопряженных ряда решетки, то мы всегда можем получить 
символ какого угодно ряда, состоящий из трех индексов, ко¬ 
торые будут опять целыііш числами. Для этого необходимо 
только взять для обозначения данного^ряда символ гомологи¬ 
ческой точки этого ряда, находящейся в ближайшей к на- 
ча.ігу координат вершине одного из параллелепипедов, по¬ 
строенных на единичных отрезках по кристаллографическим 
осям. Лено, что такая точка будет иметь символ, состоящий 
из трех целых чисел индексов. 

Так как каждое возможное ребро представляет, в данной 
пространственной решетке, ряд некоторого направления, 
онределяезіого двумя гомологическими точкаш, наир., а и 6, 
входящими в его состав, то и через общую для трех 
•кристаллографических осей гомологическую точку О мы мо- 







10 


Символы элементов кристаллического многогранника 


жем провести ряд параллельный данному ребру. Этот 
ряд, как и всякий другой, будет характеризоваться опреде¬ 
ленным промежутком, соответствующим расстоянию между 
двумя бжжайшими точками ряда. 

В том случае, если за кристаллографические оси при¬ 
няты три сопряженных ряда и между точками а в Ъ 
(рис. 151) нет ни одной гомологической точки ряда, опреде¬ 
ляемого этими точками, то и будет промежутком данного 
ряда, точно также, как и О причем О и будут также 
б.лижайіпими друг к другу гомологическими точками данного 
ряда. 

Каждые две кристахіографические оси и х^] Х 2 и х^\ 
Хі и х.^ вполне определяют некоторую плоскую сетку про¬ 
странственной решетки. Если мы проведем через точку 
плоские сетки, параллельные трем сеткам, определяемым кри¬ 
сталлографическими осями, то в результате такого построе¬ 
ния получим параллелепипед, в вершинах которого будут на¬ 
ходиться гомологические точки О, г/д, Од, и 

Этот параллелепипед, вообще, не будет элементарным, так как 
не только в его вершинах, по и внутри его, и на его реб¬ 
рах, и гранях будут находиться гомологические тожи, напр. 
точки а', Лр а". В общем случае, такой параллелепипед бу¬ 
дет состоять из некоторого целого числа элементарных па¬ 
раллелепипедов (как напр. на рис. 151 такой параллелепипед 
состоит из 12-ти элементарных параллелепипедов). ^ 

Если мы определим число промежутков ряда на отрезках 
прямых, между точкой О и каждой вершиной построенного 
параллелепипеда, т. е. количество промежутков ряда в отрезках 
Обг-д и то каждое из трех полученных чисел будет 

равно индексу символа ребра. Для индексов символа ребра, в 
приведенном на рис. 151 примере, мы получаем 2 по оси 
3 по оси іГз и 2 по оси л*з, причем эти три числа будут по¬ 
ложительны, так как соответствующие отрезки получены в 
положительных направлениях осей.. 

Мы можем найти значение индексов символа, определив 
число промежутков рядов, параллельных кристаллографи¬ 
ческим осям, которое надо пройти для того, чтобы, исходя 
из точки О, достигнуть гомологической точки Для 
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ЭТОГО, во взятом нами примере, можно сначала пройта 2 
промежутка по оси в положительном направлении, за¬ 
тем пройти отрезок ряда, параллельного ряду, опре- 
деляеіііому точками О и « 2 - Из свойств параллелепипеда мы 
знаем, что Оа^ = В виду этого, проходя отрезок Ог^ 
мы пройдем расстояние, равное трем промежуткам ряда 
0^2- Точно также, пройдя отрезок мы пройдем рас¬ 

стояние, равное двум промежуткам ряда Оа^, То же самое 
получится, если провести из точки три линии рядов го¬ 
мологических точек и параллельных рядам, 

принятым за кристаллогра(|)ические оси, до пересечения этих 
трех линий с тремя плоскими сетками, каждая из которых 
определяется двумя криста^оографическими осями. Сделав 
такое построение и определив число прозіежутков по по¬ 
строенным рядам, найдем, в виду равенства отрезков: = 

и = Оа^, опять тот же символ ребра, ['232], со¬ 
стоящий из трех индексов 2, 3 и 2. То же количество про¬ 
межутков рядов, соответствующих каждой кристаллографи¬ 
ческой оси, мы должны будем пройти, двигаясь по различным 
путям от точки О по направлению к точке или, наоборот, 
от точки к точке О. 

Вообще, , какими бы путями, параллельными кристалло¬ 
графическим осям, мы ни шли, мы всегда получим одно и 
то же комчество промежуіков по кристаллографически:^! 
осям, если примем во внизіание направление пути и возь¬ 
мем алгебраическую сумму пройденных расстояний. Напри¬ 
мер, мы можем пройти от точки О до точки по пути 

Приняв во внимание направление 
движений по пройденным путям, мы получим: 



Оа^ = Оа^ | Оа^ 

^ 12^13 ~ 2 " ^^7 ^ 14^15 “ ^^8 


В сумме Оог^ в сумме Оа^ 


в сумме О «10 


Если мы умножим все индексы символа ребра на одно и 
то же целое рациональное число, то параллелепипед О АВС В 
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(рис. 152), построенный на новых отрезках рядов, соответст¬ 
вующих кратным ве.ішчинам индексов символа, будет подобен 
первоначально полученному параллелепипеду Оа ЬсЛ, так как 
оба эти параллелепипеда будут иметь обпі,уіо вершину, а 
именно точку О, и общий трехгранный угол при этой вер¬ 
шине, а именно і О АВС, а кроме того соответственные 
ребра обоих параллелепипедов будут 
пропорциональны, так как для по¬ 
строения параллелепипеда О АВС В. 
мы уве.іичим все отрезки по осям в 
одно и то лге число раз. Б виду 
этого, оба параллелепипеда будут 
Иіметь одну обилую диагональ О В, 
сооаветсгвующуіо данному ребру, так 
как в конце диагонали первого парал¬ 
лелепипеда, а именно в точке Л, бу¬ 
дет находиться гомологическая точка 
просчранствениой решетки, а в конце диагонніи второго 
параллелепипеда будет находиться также гомологическая 
точка В, принадлежащая тому же ряду, в котором нахо¬ 
дится и точка Л, расположенная между точками О и 2). 
Между тем, по принятому условию получения символа ребра, 
точка В должна быть бтя^айшей по направлению 02) к 
точке О. 

Таким образом, кожчество точек, лежаіцих на ребре иско¬ 
мого символа между точками О и 2), будет пропорционально 
общему делителю индексов символа. 

Есж этот делитель будет п, то количество промежуточ¬ 
ных точек равно п — 1. Б виду только что изложенных сооб¬ 
ражений, мы всегда можем получить в качестве индексов сим¬ 
вола ребра 3 числа, не имеющих общего делителя, и только 
символ, состояіций из таких индексов, мы и будем считать 
правильным. Б случае получения символа с индексами, име¬ 
ющим обнщх дежтелей, мы можем всегда сократить все 
индексы сшівола на эти делители, и таким образом получить 
правильный символ ребра. 

Так как каждое возможное ребро кристахжческого ком¬ 
плекса есть некоторый ряд пространственной решетки, то. 


с 
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для какого угодно ребра кристалла, мы можем найти символ, 
состояіций из трех индексов в виде целых рациональных 
чисел, зная, с одной стороны, направление ребра и кристалло¬ 
графических осей, а с другой, имея, в качестве данных, 
отношение единичных отрезков с^:с 2 :с^ по кристаллографи¬ 
ческим осям. Для иахож'дения символа ребра при таких дан¬ 
ных мы можем воспользоваться следующим простым методом: 



Положим (рис. 153), 31N — некоторое кристаллическое 
ребро, символ которого требуется определить, и 
Ох^ — три кристаллографические оси. Проведем через точку 
О, параллельно ребру МЖ, .іиииіо ОД которая также будет 
рядом гомологических точек. Из произвольной точки Е этой 
прямой проведем следующие плоскости: Л Б параллельно 
плоскости осей Ох^х^: ЕАх^С параллельно плоскости осей 
Ох^х^ и, наконец, плоскость ЕВх^С параллельно плоскости 
Ох^х^, Проведенные плоскости, вместе с тремя плоскостями 
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кристаллографических осей, дадут параллелепипед Ох^ ѢВАх^^ 
гранями которого будут служить шесть вышеперечисленных 
плоскостей. 

Сделав такое построение, измерим длины трех ребер В А, 
ВВ ж ВС, параллельных кристаллографическим осям. Взяв 
ЕА ЕВ ЕС 

отношения : —- И представив эти отношения в 

виде отношений трех целых чисел, не имеющих общих де¬ 
лителей, получим искомый символ ребра. 

Мы можем вообще рассматривать символ ребра, как отно¬ 
шение отрезков прямых определенного напранления, длины 
которых измеряются различными единицами. Такие отрезки, 
как известно, называются векторами, причем в каждом век¬ 
торе разтчают начальную и конечную точки или начало и 
конец вектора и направление вектора, отмечаемое стрелкой. 

Примем за начало первого вектора (рис. 153) В А точку В, 
Из конечной точки А этого вектора проведем вектор 
Ах^ II Ох^, Из конечной точки х^ этого второго вектора про¬ 
ведем вектор х^ О, который совпадет с третьей кристалло- 

/4 А.ОГ ос С 

графической осью. Отношение —:—, выра^кенное в 

Сі Сз Сз 

целых числах, даст искомый символ ребра. Для построения 
ребра, по данным его символам, мы можем также провести 
три вектора 0.г^, х^С СВ и найти положение ребра, сое¬ 
динив В с О прямой. При таком построении В О будет на¬ 
зываться замыкающим вектором. 

Одним из свойств бесконечного 
ряда іюмологических точек является 
его симметричность относительно 
каждой гомологической точки. При¬ 
няв точку О (рис. 154) ряда за на¬ 
чало кристаллографических осей и 
взяв гомологическую точку того 
же ряда на расстоянии Оа^ в со¬ 
ответственном направлении, мы мо¬ 
жем в том же ряде найти на рас¬ 
стоянии 0^2 = Оа-і, но в прямо 
противоположном направлении от 
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ТОЧКИ о, гомологическую точку а^. Таким образом, обе 
гомологических точки и мы можем рассматривать, с 
одинаковьоі правом, как точки ряда, ближайшие к точке О и 
отучающиеся по своему положению относительно точки О 
только тем, что для их нахождения мы должны пере¬ 
двигаться от точки О в прямо противоположных направле¬ 
ниях. Совершенно ясно, что индексы символа ребра, сохра¬ 
нив свое абсолютное значение, получат обратные знаки, в 
зависимости от того, будем м мы определять символ ребра, 
исходя из точки иу из точки а^. Таким образом, два сим¬ 
вола, отличающиеся друг от друга только знакаіѵт, будут от¬ 
мечать одно и то же ребро, рассматриваемое с разных кон¬ 
цов. 

Остановимся еще на некоторых специальных случаях в 
положении ребра, символ которого мы желаем опредеуть, 

1 ) Опредеуть символ ребра, лежащего в плоскости, опре¬ 
деляемой двумя кристаллографическим осями. 

Положим, ребро Ояі (рис. 164) лежит в плоскости осей 
Охд и Ох^- Поступая по обищму правилу, проводим из точки 

прямую а^Гд параллельно оси Ох^ до пересечения с 
плоскостью х^ Ол^з, и а^х 2 || Ох^ до пересечетя с плоскостью 

Охд. Так как Оа^ лежит в плоскости х^ Ох^, то прямые а^^Гд 
и а^х^, будут- такіке лежать в этой плоскости, и будут иметь 
определенные дуны ^ и 4» Третий отрезок, парауельный 
оси Ох^, в виду специального положетя ребра, превращается 
в нуль. Таким образом, в качестве символа ребра мы получаем 
Ісі к і 

[ОГ 2 Г 3 ], где ^2 = — и Гд = —, причем ]с — некоторое у ело, 

^2 І І 

на которое необходимо уможить — и -, чтобы полууть 
и Гд в виде целых усел. 

2 ) Опредеуть символ кристаллографической оси. 

При определети символа ребра, параллельного одной из 
кристаллографических осей, мы поступаем согласно тому же 
самому правилу, которое применяется для нахождешя символа 
ребра [^^^ 2 ^ 3 ]. В этом частном случае, длины отре.зков, па- 
I раллельных двум осям, делаются равными нулю. Остается 
I всего один индекс символа, не равный нулю, который полу- 
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чает неопределенное значение. В виду этого, его принимают 
за 1. Таким образом, символы кристаллографических осей 
будут для — [100], для ^2 — [010] и для — [001]. 

3. ЗАКОН РАЦИОНАЛЬНОСТИ ОТНОШЕНИЙ 
ПАРАМЕТРОВ ГРАНЕЙ. 

Выбрав три произвольных ряда пространственной решетки, 
пересекаіоищхся в одной точке и не лелѵащих в одной и той 
же плоской сетке, мы молшм найти д^іины отрезков, отсекае¬ 
мых произвольно взятой плоской сеткой на этих трех рядах, 
считая такие отрезки от точки пересечения рядов друг с дру¬ 
гом до точки пересечения тех же рядов с выбранной плос¬ 
кой сетжой. Отношение д.іины каждого из полученных от¬ 
резков к длине промежутка соответствующего ряда называет¬ 
ся параметром данной грани. Таким образоі^г, каждая грань 
будет иметь в принятоіч нами случае три параметра, причем 
эти параметры, вообш,е говоря, будут некоторыми определен¬ 
ные числае. 

Если считать закон Стенона первым основным законозі 
геометрической кристаллографии, то вторым основным зако¬ 
ном можно назвать закон, установленный французским кри¬ 
сталлографом Кене Лизі Найу в 1871 г. 

Второй основной закон геометрической кристаллогра(1)ии 
утверждает, что отношение трех параічетров каждой грани 
кристалла можно представить в виде отношения трех целых 
рациональных чисел. В виду этого, второй закон называется 
законом рациональности отноіпений параметров или законом 
Гаюи, по имени его автора. 

Закон рациональности отношений параметров может быть 
выведен, как необходимое следствие ретикулярной теории 
строения кристалмческого вещества. 

Возьмем (рис. 155) какую-нибудь, произвольную точку О 
пространствевной решетки и соединим ее прямой линией с 
другой совершенно произвольно взятой точкой той же ре- 
]ііетки. Ес.іи мы продолжим линию, соединяющую эти две 
точки, то получим определенный ряд гомологических точек, 
находящихся на этой прямой. Точно таким же образом про- 
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ведем из первоначально взятой точки О другой ряд гомоло¬ 
гических точек, находящихся уже на другой прямой. Ясно, 
что два таких ряда гомологи¬ 
ческих точек вполне определяют 
некоторую плоскую сетку. Пер¬ 
вый ряд гомологических точек 
мы обозначим второй ряд 
0 ^- 2 , и проведем в той же 
сетке совершенно аналогичный 
и параллельный ряду ОА^ ряд 
ближайший к ряду 
Если ряд ОА^ проходит через 
какую-нибудь точку ряда 
то мы получаем два сопряжен¬ 
ных между собой ряда ОА^ я 
ОА,, 

Если мы проведем кз каждой точки ряда ОА^ линию, па- 
рахіельную ряду ОЯ 2 , и то же самое сделаем относительно 
ряда О ^ 2 , т. е. проведем из каждой его точки линию, па¬ 
раллельную О Яр то полученная нат сеть прямых захватит 
все точки данной плоской сетки. Получить такую сеть пря¬ 
мых мы можем только в том случае, если два первоначаль¬ 
но взятых исходных ряда ОА^ и ОА 2 суть ряды сопряжен¬ 
ные. Эти два исходных ряда будут сопряжены каждый раз, 
если второй ряд ОА^ будет проходить через одну из точек 
ряда г8, б.тжайшего к ряду ОА^ я параллельного этому 
последнему. Если же этого нет, то два ряда, принятых за 
исходные, как например, два ряда 0А\ я ОА.^ не будут 
сопряженньвш рядами. В такозЕ случае, наши прямые, про¬ 
веденные из каждой точки ряда 0А\ параллельно ряду ОА^ 
я наоборот, т. е. из каждой точки ряда ОА^ параллельно 
ряду 0А\^ не дадут сети прямых, охватывающих все точки 
данной плоской сетки. Возьмем в той же плоской сетке, 
определяемой рядам ОА^ я ОЯ 2 , две какие-нибудь совер¬ 
шенно произвольные точки с я д я соединим их прямой. 
Продолжив линию сд до пересечения с линией ОА^, найдем 
точку р. Для пересечения той ;ке прямой с линией ОА^ 

I таким же путем найдем точку д. Проведем через точку с 

14: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 2 
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ЛИНИЮ С а параллельно линии ОА^ и через точку д линию 
да параллельно лилии ОА^. Положим, Ор относится к Од, 
как р : д. Приняв Ор и Од за кристаллографические оси с 
единичными отрезками по ОА^=с^ и по ОА^ = Сд, найдем 
для точки с числовые координаты тп, я для точки д чис¬ 
ловые координаты кі. Перенеся начало кристаллографичес¬ 
ких осей из точки О в точку а, мы делаем, по направлению, 
параллельному ОА^^ движение, которое выразится линией 
йа ^ ОЪ^ по направлению ОА^ движение, выражающееся 
линией [с = Ьа. 

Так как точка с теперь лежит на кристаллографической 
оси ас, то ее числовые координаты тп превратятся в т' = 
т — к ж п = О. Точно также для точки д соответственно 
получатся числовые координаты: К = О и Г = і — и. 

Проведем из точки д прямую діь ОА^, а из точки с прямую 
с/* II ОА^, Проведенные нами прямые дЬ и с^с пересекутся 
между собой в точке а плоской сетки. Треугольники аде и 
Орд — подобны, в виду параллельности соотаетствующих 
сторон. Так как в подобных треугольниках сходственные 
стороны пропорциональны, то мы найдем-из треугольников 
аде и Орд — Од?: Од = адк/с^ а это последнее отношение 
равно р:д = т : Г, т. е. отношению целых чисел. 

Из этого мы выводим заключение, что всякий произволь¬ 
ный ряд сетки, или возможное ребро, отсекает на всяких двух, 
прои.звольно взятых рядах той же сетки, отрезки, пропор¬ 
циональные целым числам промежутков соответственного ряда. 
Проведя из точки О третий ряд О Ид, не находящийся в 
плоскости, определяемой двумя рядами ОА^ в. ОА^, мы мо¬ 
жем принять все три ряда ОА^, ОА 2 и О Ид за три кри¬ 
сталлографические оси. Б таком случае, все то, что было до¬ 
казано для плоскости двух кристаллографических осей ОА^ 
и ОА 2 , т. е. для взятой нами первоначально плоской сетки, 
определяемой этими двумя линиями, мы можем доказать как 
для плоскости 0^2 0 ^ 3 , так и для плоскости ОА^ ОА^. 

Действительно, если доказанный вывод справедлив для 
плоскости ОА^ ОА 2 , то он также будет справедлив и для 
двух других плоскостей ОА 2 ОА^ и дА^^ ОА^. 
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Отсюда прямо выводится закон рациональности отношений 
параметров, который может быть формулирован таким обра¬ 
зом: произвольно взятая плоская сетка отсекает три произ¬ 
вольно взятых ряда пространственной реіветки в отрезках, 
пропорциональных целым числам промежутков ряда. 

Этот закон будет справедлив как в тоіѵі случае, когда два 
произвольно взятых ряда пространственной решетки будут 
сопряжены между собой, так и в том случае, есм эти два 
произвольно взятых ряда будут рядами не сопряженными. 

4. СИМВО.ІЫ ГРАНЕЙ КОМІМЕЕСА. 

Возьмем три ряда пространственной решетки, не лежаіцие 
в одной сетке и пересекающиеся между собой в одной го¬ 
мологической точке. Ясно, что всякая плоская сетка про¬ 
странственной решетки непременно пересечет, по крайней 
мере, один из этих рядов. В общем случае, произвольно 
взятая плоская сетка пересечет все т'ри ряда, причем воз¬ 
можны различные с.ііучаи пересечения рядов данной плоской 
сеткой, а именно: 1) все три ряда пересекутся в гомологи¬ 
ческих точках; 2) два ряда будут пересекаться в гомологи- 
чесііик точках, а третий в промежутке; 3) один ряд пере¬ 
сечется в гомологической точке, а два других в промежутках 
и 4) все три ряда пересекутся в промежутках. 

Какой бы из этих четырех случаев пересечения мы ни 
взяли, как мы знаем, всегда будет справедлив закон рацио¬ 
нальности отношений параметров, утверждающий, что каждая 
плоская сетка пространственной решетки отсекает на трех 
произвольно взятык рядах той же решетки отрезки, про¬ 
порциональные целым таслам промежутков рядов. Как мы 
видели при выводе закона рациональности отношений па¬ 
раметров, такое соотношение отрезков вытекает из возмож¬ 
ности провести плоскую сетку, параллельную данной, взяв 
некоторую определенную гомологическую точку на каждом 
из трех выбранных рядов, не лежаіцих в одной плоской 
сетке. Другими словами, передвигая данную плоскую сетку 
параллельно самой себе взад и вперед, по направлению к 
точке пересечения трех выбранных рядов, мы всегда можем 

2 * 
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найти неопределенно большое ко*тчество плоских сеток, па¬ 
раллельных данной и пересекающих три выбранные ряда в 
гомологических точках. Одна из таких плоских сеток будет 
ближайшей к точке пересечения трех выбранных рядов. 

Приняв эти 3 ряда за кристаллографические оси и опре¬ 
делив количество промелгутков в отрезках по этим осям, от¬ 
секаемых блилгайшей к началу осей плоской сеткой, проходя¬ 
щей через гомологические точки на осях, найдем параметры 
данной грани. Эти параметры будут непременно целыми 
числами и притом не будут иметь общих делителей. 

В самом деле, если бы эти числа имели общих делите¬ 
лей, то это обозначало бы, что, уменьшив отрезки по кри¬ 
сталлографическим осям на одно и то же целое количество 
промежутков, мы могли бы получить опять три гомологи¬ 
ческие точки на тех же огях. Ути точки снова определили 
бы плоскую сетку, параллельную данной, но лежавшую ближе 
к началу осей, чем сетка, для которой были определены 
отрезки, имеющие общий делитель. Таким образом, пара¬ 
метры грани должны быть числами целыми и не имеюіцими 
обнщх делителей. Отсюда ясно, что параметры граші мы 
можем представить в виде ошошения трех целых чисел, 
которые будут взаимно простыми. 

Положим, мы имеем параметры некоторой грани ^ 3 , 

где д — целые взаимно простые числа. Разделив единицу 

1 1 1 гл 

на каждое такое число, получим: — : — : — Это отношение 

Я.1 Я.2 йп 

мы молгем преобразовать в отношение трех целых чисел, 
умнолгив его на получаем • ^ 1 ^ 2 - Если Ь — 

общий делитель для чисел то - 

= • Р 2 • Яз* Понятно, что обнщй делитель Ті появится только 

в том случае, если два из трех параметров будут иметі> 
этот делитель. 

Отношение Ръ изображается, обыкновенно, в виде 

(Я1Я2Я3) ^ называется символом грани, а числа р — ин¬ 
дексами этого символа. 

Из только что сказанного вытекает, что, если известны 

: ^ 2 : Сз и положение кристаллографических осей, то для 
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нахождения символа данной грани мы можем поступить 
следующим образом. Измерим отрезки по кристаллографи¬ 
ческим осям, отсекаемые данной гранью. Взяв отношение 
полученных длин и разде.іив каждое число отношения на 
соответственные числа отношений единичных отрезков, полу¬ 
чим числа, пропорциональные параметрам данной грани. Взяв 
обратные отношения, получим числа, пропорциональные ин¬ 
дексам символа той же грани. Для получения индексов сим¬ 
вола остается только представить эти последние отношения 
в виде отношения арех целых тсел, не имеющих обіцего 
дежтеля. 

5. СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ СИМВОЛАМИ ГРАНЕЙ И 

РЕБЕР. 

Положим, нам даны две грани, имеющие символы 
и {р[р 2 Р'^) и отсекаюіцие на кристаллографических осях 
Огг^, Ох^ и 0^3 (рис. 156) отрезки Оа^ и 
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Оа[^ Оа[, Оа^, Если с^: с^: есть отношение единичных 
отрезков по кристаллографическим осям, то мы можем выра¬ 
зить данные отрезки через индексы символов граней, а именно: 



( 1 ) 


( 2 ) 


Пусть ЪЪ^ — ребро взаимного пересечения данных граней, 
причем точки и Ь являются точками пересечения этого 
ребра с соответственными плоскостями осей Ох^ и Ох^, 
Переместим грань параллельно самой себе так, чтобы 

отрезок, отсекаемый этой гранью на оси .сделался рав¬ 
ным Оа^, После такого перемеіцения' грани {р[р'^р'^\ от>- 
резки, отсекаемые ею на осях Ох^, Ох^ и Ох^, будут О < 75 , 
Оа^ и Оа^, ^ линия пересечения граней таклге переместится 
и займет положение в направлении, параллельном ЬЬ^ 
Проведем через начало кристаллографических осей О линию 
О г, параллельную и отложим на ней отрезок О г, равный 
по д.шне Через точку г проведем три плоскости: 

^ 8 и^\\x^Оx 2 ; '^за^а^^'х^Ох^ и гдата 4 ^\\х 20 ху 

В результате такого построения по.іучим параллелепипед 
по длинам ребер которого мы молѵОхМ опреде¬ 
лить символ ребра О г кіи, что то же, в виду их параллель¬ 
ности, символ ребра Заметим, что, по построению, пря¬ 
мая 6 / 3(74 равна и параллельна О г, а следовательно: 


Об/д == = ои. 


Таким образом, индексы символа ребра От могут быть 
выражены: 0 * 

^ с^к ' ^ е^к ^ с^к 

где с^: с^: — отношение единичных отрезков по кри¬ 

сталлографическим осям, а — некоторый коэффициент 
пропорциональности. Определяя из этих выражений Оа^, 
0 ( 7 з и Олд, находим: 


Оа^^г^с^к; Оа^ = г^с.^к. 


(3) 
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В виду подобия треугольников и Оа'а^ находим: 



Так как, по построению, линии и 0^2 параллельны, 

то треугольники Оа.^а^ и подобны. Точно также по¬ 
добны треугольники Оа^а^ и Из подобия этих тре¬ 

угольников получаем: 



Представив эти отношения в виде: 

О * ^7 ’ ^4 ^7 7 ^6 * ^7 ^5 — б^ ^5 * ^4 ^7 

И заметив, что 

а 7 аі = Оа^ — а 677^5 = Оа 5 — 0^7 


и, кроме того, по построению = 6 ) 6 ( 3 , находим: 


Оа^іОа^ — б)а7) = Оа^ • Об/д 
Оа^іОа^ — Оа^) = 06(5 • Об^з. 


(б) 

( 6 ) 


Приняв в уравнениях (5) и ( 6 ) за неизвестные Оаг^ и О^з и 
подставив вместо Оа^ и б)аб соответствующие им величины 
из выражения б4), получаем: 

Пп = • 0 ^ 3 — • 0^*2 / 7 . 

Оа^ Оа^'Оа[ — Оа^ Оа.2 ^ ' 

^ Оа^'Оа[ Оа^-Оа[ — Оа^ Оа^ 

^ Оо^ Оа^ . Оа[ - Оа, • ‘ ^ 

Подставив в этих уравнениях взіесто Оа^, б)а 2 и Оа^ их 
значения из выражений ( 1 ), взіесто Оа[, Оа^ ті О их 
значения из выражений ( 2 ) и, наконец, ввіесто Опг^ и Оа^ 
их значения и:^ равенств (3), а также, произведя соответствен¬ 
ные сокращения, получаем: 


^ . м[—РхР ъ 

’ РхР'і—РіРІ ’ ^ кРв' РіР2 — Р2Р'і 


т 
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И на основании равенства (4): 


^3 Ьр, 


Приняв 




РіРі—РгРі 

ИЗ ТОЛЬКО ЧТО найденных выралгений по.тучаем: 

Гі (РзРі - Р-2Рі) і ( 9 ) 

Г 2 = (РзРІ - РіРз) і ( 10 ) 

Гз = ІРзРІ - РіРІ) і ( 11 ) 

Б:шв отношение этих трех выражений, получаем: 

^ 1 :»' 2 :^3 = (РзРз —РзР'з) ■ ІРіР'і “ ОіЮ ^ Р^Р'і -РхР'з) (12) 
т. е. отношение : г 2 : будет равно отношению миноров 


детерминанта 


111 
іЛйРз I 

г 


раэло, женного по 
первой строке. 


ІРііЧРг 

Для такого разложения, мы можем употребить простой прием. 
Напишем два раза Р'іР^Р'г^ поместив под индексами 

символа первой грани соответственные индексы символа вто¬ 
рой грани. Отдежм первый и последний столбец и перемно¬ 
жим находящиеся между отделенные столбцаі^іи величины 
наискось сверху вниз, после чего сде.іаем вычитание произ¬ 
ведений, соединенных перекрещивающимися .іиниями. 


Рі \Р2РгРіР2 

XXX 

Рі \Р2РбРіР'2 


Ръ 

Рг 


Р2Ръ -Р2Ръ'> РьРі “ 2 ^ 3 а ; Р 1 Р 2 -Р 1 Р 2 

= Гі =Г2 =Гз. 

Уеожив выражения (9) на выражение (10) на Р 2 и вы¬ 
ражение (11) на ^ 3 , получим: 

- Р 1 Р 2 Р 3 ) і 
Г2Р2 = ІРгРзР'і - Р1Р2Р'з) і 
. . ЧРз = ІРзРзР'і -Р.іР.зР'2) 
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Сложив эти выражения, находилі 

^\Рі + Г 2 Р 2 + ( 13 ) 

Уравнение (13) дает соотношение, супі;ествуіоіцее между ин¬ 
дексами символа грани и символа ребра, находящегося в 
этой грани. Это — обіцее уравнение, устанавливающее 
связь между символом ребра и грани, проходящих через на¬ 
чало кристаллографических осей — точку О. 

Имея два таких уравнения, всегда возможно: 1) по сим¬ 
волам двух граней определить символ ребра их пересечения 
и 2) по символам двух ребер найти символ грани, опреде¬ 
ляемой этими ребрами. 

Так как нами только что было сделано определение сим¬ 
вола ребра пересечения двух граней по их символам, при¬ 
чем мы припыи к выра;кениіо (12), то в выражениях (9), (10) 
и (11) должно заключаться и второе уравнение, аналогичное 
(13). В самом деле, умножив (9) на р[, (10) на и (11) 
на р^, получаем: 

^іР'і = (Р'іРвР2 - РІР2Р3) І 
Г2Рі = (РіРъР'і - Р2РіРв) * 

ГзРг = (Р2Р2РІ -Р3Р1Р2) і 

Сложив эти выражения, находим: г^р[ Г 2 Р 2 + г^р^ = О, 
а это и есть уравнение, аналогичное уравнению (13). 

Принимая во внимание, что каждая возможная грань кри¬ 
ста л.іическо го комплекса есть одна из плоских сеЮк про¬ 
странственной решетки, мы можем также определить выра¬ 
жение (13), как уравнение для плоской сетки и находяще¬ 
гося в ней ребра, причем и сетка и ребро проходят через 
начало кристаллогра(1)ических осей. 

Возьмем некоторую плоскую сетку символа (РіР 2 Рг\ про¬ 
ходящую через начало кристаллографических осей. Если 
числовые координаты некоторой гомологической точки, нахо¬ 
дящейся в данной плоской сетке, будут Гз, Гд, то, вообще 
говоря, для такой сетки мы выведем уравнение 

Рі^і ■+ РіГ-г + 0. 
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Всякая плоская сетка, параллельная данной сетке символа 
ІРіР'іРъ) ® не проходящая через начало кристаллографи¬ 
ческих осей, будет характеризоваться уравнением: 

РіК +Р2Г'^+РіГ'^= С, 

где Рз, Рз — индексы символа данной плоской сетки, 
а г', <, Гд' — числовые координаты некоторой гомологической 
точки, лежащей в построенной нами сетке, параллельной 
данной. Так как рд, г', г' — целые числа, то и (7 

должно быть некоторым целым числом. Рассматривая ряд 
положительных и о^грицательных целых чисел, мы видим, что 
наименьшим, по абсолютной вежчине, целым жслом будет 
нуль; следующее за ним целое число — единица и т. д. 

Таким образом, мы можем .заключить, что две плоские 
сетки, смежные с сеткой, характеризуюні,ейся уравнением 
Рі^і + Р 2'^2 будут такие сетки, которые харак- 

тери.зуются уравнениями: 

рУ, +Р2'^2 +РвК = + 1 и 
рУ + Р2Г2 + Рз'^ъ = - 1 * 

6. ИЗОТРОПНЫЙ КРИСТАЛЛИЧЕСКИЙ КОМПЛЕКС. 

Мы называем изотропным кристаллическим комплексом та¬ 
кой, в котором плоскость, перпендикулярная к какому угодно 
возможному ребру, будет параллельна возможной граіт. При 
этом условии, все пояса изотропного комплекса должны быть 
изотропными. 

В самом деле, взяв любую грань данного пояса, мы можем 
найти перпендикулярное к ней ребро, которое будет, в то 
же время, перпендикулярно некоторому возможному ребру, 
лежащему в данной грани и параллельному оси данного 
пояса. Это последнее ребро, вместе с найденным перпенди¬ 
кулярным к данной грани ребром, будет определять неко¬ 
торую возможную грань, перпендикулярную данной и при¬ 
надлежащую тому же самому поясу граней. 

Из ретикулярной теории строения кристаллического ве¬ 
щества с логической необходимостью вытекает возможность 
супі;ествования двух, совершенно различных, несовместимых 
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друг с другом, типов кристаллов — кубического и гипо- 
гексагонального. Как кубический, так и гипогексагональный 
типы имеют совершенно особые, несовместимые друг с дру¬ 



гом изотропные комплексы: 1) кубически-изотропный (рис. 157), 
характеризуіонщй кристаллы кубической сингонии и 2) гекса¬ 
гонально-изотропный (рис. 158), представителями которого 
могут служить кристаллы минерала берилла. 
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Таким образом, в природе, в царстве кристаллов, пред¬ 
ставлены исключительно только эти оба изотропных ком¬ 
плекса и, в то же время, они являются типическиаш пред- 
ставителяіут безконечно изменчивых объектов, так как каж- 
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дый природный кристалл может быть представлен, как де- 
форіѵшрованяый по определенному :^акону кубический или 
гексагональный изотропный комплекс. Соответственно этому, 
мы можем констатировать разделение всех кристаллов на 
два типа — кубический и гипогексагональный. 


7. ИЗОТРОІШЫЙ КОМПЛЕКС ГЕКСАЭДРНЧЕСКОЙ 
СИНГОНИИ. 


Можно легко доказать, что кристаллические комплексы 
гексаэдрнческой сингонии изртропны. Возьмем какое-нибудь 
возможное ребро осі (рис. 159) кристаллического комплекса 
гексаэдрнческой сингонии. Пусть символ этого ребра будет 
[Гі Го Гд I, причем о а — 
первая, оЪ — вторая и ос 
— третья кристаллографи¬ 
ческие оси. Для кристал- 
*ішческих комплексов гек- 
саэдрической синго 11 ии 

единичные отрезки по трем 
кристаллографическим 
осязг, как и.звестно, равны, 
а оси взаимно перпенди¬ 
кулярны. Отложив на со¬ 
ответственных осях отрез¬ 
ки Гр Гз и Гд, построим 
определяющий параллеле¬ 
пипед 0^1 ад<7ад, взяв .за 
длины ребер этого парал¬ 
лелепипеда промежутки 
рядов по направлениям о а, 
оЬ и ос, по одному про¬ 
межутку в каждом на¬ 
правлении. При таком 
построении, в точке й 
должна обязательно, как 
мы знаем, оказаться одна 

и.з гомологических точек рис. 159. 













30 


Символы элементов і^зисталлпческого многогранника 


гексаэдрической пространственной решетки. Проведем ряды 
6?^!, и Эти ряды будут перпендикулярны к соот¬ 
ветственным кристаллографическим осям, а именно: йа^Л-оа^ 
Л_ оЬ л Л ос. Восставим из точки й перпендику¬ 
ляры к линии ой ъ плоскостях, определяемых этой линией 
и одной из кристаллографических осей: йа±.ой, йЪЛ^оЛ 
и йс ±. ой. 

Сделав такое построение, получим три прямоугольных тре¬ 
угольника ойа, ойЬ ж ойс. В каждом таком треугольнике, 
как например в треугольнике ой с, на гипотенузу ос опуіцен 
перпендикуляр йа^ лз вершины й прямого угла. Так как 
по построению йа^Л_ос, то на основании теоремы, доказы¬ 
ваемой в элементарной геометрии: „Ест в прямоугольном 
треугольнике опустать перпендикуляр из вершины прямого 
угла на гипотенузу, то этот перпендикуляр будет средней 
пропорциональной между отрезками гипотенузы^, будем иметь: 
(йа^У = оа^ • са^. 

Так как йа^ = оа^ = ]/ {оауУ Ч- (ра^^ = Ѵ г\-\- а оа^ = Гд, 

то, подставив эти величины в только что полученное выра- 


жение, находим: 

гі + 
са. = - - 

(1) 

Точно также из 

треугольников о ЛЬ и оЛа получаем 



Ьа, = 

^ 2 

(2) 


и = + 

1 Гі 

(3) 


Каждые два из трех направлений йа^ йЪ ті йс^ перпенди¬ 
кулярных к данному ребру ой кристаллического комплекса, 
вполне определяют положение плоскости аЪс^ перпендику¬ 
лярной к ой. Эта плоскость будет возможной гранью кри¬ 
сталлического комплекса, ест только отношение длин от¬ 
резков, отсекаемых ею ]іа кристаллографических осях, будет 
равно отношению целых рациональных чисе. 1 . 

Отрезки, отсекаемые плоскостью абс на кристаллографи¬ 
ческих осях, будут, как это видно из чертежа: о а, оЬ л ос. 

Положим: оа = й^\ оЪ ^ й^ и ос ^ й^. 
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Заметим, что 

оа = оа^ а^а = аа^ 
оЪ = о6?2 ~Ь ^2 ^ “ ^2 Ь0/2 


ОС = осгд + а^с = Гд -Ь сад. 

Подставив в эти равенства вместо аа^, Ъа 2 и сад их зна¬ 
чения из выражений (1), (2) и (3), находим: 

=■ оа = Гі + = ~{г\ + г| + г®) (4) 

^2 = оЬ = Га + = і(г| + г| + >1) (5) 


(I ^ ос = г, + 




= -С»-! + »-2 + 


Взяв отношение выражений (4), (5) и (6), получаем: 
й, : г/, : л = ~ : - : - • 

1^0 т т т 


( 6 ) 


(7^ 


Умножив вторую часть равенства (7) на получаем: 

й, : (/а: йз = г^Гз: г^Уз : г^г^. 


Так как Гр г 2 и Гд — целые рациональные .числа, то и 
д/^: д/^: будет, очевидно, равно отношению трех целых 

рациональных чисел. В виду этого, плоскость аЪс^ перпен¬ 
дикулярная к ребру ой, будет возможной гранью кристалли¬ 
ческого комплекса, причем йр с ?2 и й^, будут пропорцио¬ 
нальны параметрам этой грани. 

Так как отношение индексов символа грани об¬ 

ратно пропорционально отношению параметров той же грани, 
то из выражения (7) мы можем вывести: 


Ѵі = Р2-^2 и Ръ== ^3- 

Таким образом, в изотропном комплексе гексаэдрической 
сингонии символ грани и ребра, к ней перпендикулярного, 
будут одинаковы, причем индексы этих символов не будут 
отличаться ни по порядку ни по знаку. 
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8. СИМВОЛЫ ГРАНЕЙ ПРОСТЫХ ФОРМ КУБИЧЕСКИ- 
ИЗОТРОИНОГО КОМПЛЕКСА. 

Для обозначения граней и ребер кубически-пзотропного 
комплекса символами, мы принимае]\[ за кристаллографичес¬ 
кие оси 3 комилексиальной симметрии, причем единичные 
отрезки по этим осям, в виду равенства всех четверных осей, 
должны быть также равны друг другу. 

Мы можем рассматривать выражение (РіР 2 'Р^’> как символ 
некоторой возмолшой грани комплекса, если только р^ 
^ Ръ — целые рациональные числа. Эти числа могут быть 
и положительными и отрицательными, а их порядок зависит 
только от того, но какой из равных кристаллографических 
осей данная грань отсекает соответствуіоіи,ий отрезок. Знак 
минус, в символе грани, мы будем ставить над индексом, к 
которому этот знак относится, знак л;е -|- мы совершенно не 
ставим. 

Положим, нам дана грань, отсекатоіцая на каждой из трех 
кристаллогра({)ических осей одинаковое кошчестао единич¬ 
ных отрезков. Символ такой грани будет (111), причем, если 
мы возьмем все возможные грани, удовлетаоряіоіцие постав¬ 
ленному условию, то легко убедимся, что таких граней бу¬ 
дет всего 8. Их символы будут следующие: 

I (111) (111) (іГі) (111) 

П (П1) (ГГі) (11 Г) (111) 

Как мы види]\г, все эти сшіволы будут отличаться друг от 
друга только знакаічи, поставленными над теми индексами, к 
которым они относятся. Рассматривая написанные в двух 
строках сизіволы, мы видим, что символы I строки представ¬ 
ляют собою непараллельные друг другу грани, а каждый 
сизівол П строки обозначает грань, парал.іельную той грани 
первой строки, под символом которой он помеиіен. Таким 
образом, символы двух параллельных граней будут иметь те 
лге индексы, распололгенные в том же порядке, но имеющие 
прямо противоположные знаки. 

Мы видим, кроме того, что индексы символов I строки 
или совершенно не будут иметь минусов или будут иметь 
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ТОЛЬКО ОДИН йшнус. Ясно, что таких возможностей, при трех 
индексах в символе, может быть только четыре, наоборот, 
индексы символов II строки или совершенно не будут иметь 
плюсов, т. е. все три будут отрицательными, как у первого 
символа II строки, или будут иметь только по одному поло¬ 
жительному индексу, как второй, третий и четвертілй сим¬ 
волы II строки. Таких возможностей будет тоже только 4. 
Таким образом, в нашем случае мы исчерпали все возмож¬ 
ные способы изменения знаков индексов символа и получили 
всего ^ символов. В случае кубически-изотропного комплекса, 
эти все символы будут обозначать грани одной и той же 
простой (І)ормы, а изіенно октаэдра. 

Таким образом, в приведенном примере количество возмолг- 
ных изменений символа, путем изменения знаков его индексов, 
соответстаует количеству граней в простой форме, отмечаемой 
этим символом. Для обозначения всех граней простой формы 
мы принимаем тот символ одной из ее граней, в котором 
имеется наименьшее число отрицательных индексов и ставим 
его в фигурные скобки. Таким образом, символ октаэдра, 
как простой формы, будет {Ш}. Если символ формы бу¬ 
дет состоять из различных индексов, то для его получения 
мы будем, по возможности, брать символ той грани, для ко¬ 
торой будет иметь место неравенство: Рі >Р 2 >Рг- 

Мы знаем, что грани куба перпендикулярны к Если 
3 будут кристаллографическими осяіѵш, как это и прини¬ 
мается для кубически-изотропного комплекса, то грани куба 
будут перпендикулярны к криста^ютографическим осям. Возь¬ 
мем грань куба, перпендикулярную к первой кристаллогра¬ 
фической оси. Эта грань будет параллельна второй и третьей 
кристаллографическим осям, так как плоскость, проходящая 
через эти последние оси, перпендикулярна первой кри- 
сталлогра([)ической оси. Отрезки, которые отсекает взятая 
грань куба на кристаллографических осях, будут: по первой 
оси некоторый отрезок тг, а по второй и третьей оо. Та¬ 
ким образом, символ грани куба, перпендикулярной к первой 
кристаллографической оси, будет (ЮО). Точно так'же, сим¬ 
волы граней куба, перпендикулярных к положительным кон¬ 
цам второй и третьей кристаллографических осей, будут (010) 

14: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 3 
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И (001). Еслш мы еще сюда прибавим три грани куба, пер¬ 
пендикулярные к отрицательным концам кристаллогра(})ичес- 
ких осей, то получим всего шесть символов: 

I (100) (010) (001) 

II (ГОО) (ОІО) (ооГ) 

Символ куба будет, следовательно, {100}. Три символа 
первой строки представляют собою все возможные переста¬ 
новки из единицы с двумя нуляаш. Символы II строки 
дают грани, параллельные граням, символы которых поме¬ 
щены в I строке. В этом случае, как это вполне очевидно, 
меняя знак индекса символа и оставляя тот же поря¬ 
док индексов, мы можем получить всего только один новый 
символ, так как в каждом символе имеется только один ин¬ 
декс, знак которого мы можем переменить, а именно еди¬ 
ница. Если бы у нас было в символе два индекса, которые 
могли бы иметь различные знаки, то мы имели бы следую¬ 
щие возможности: 

(РіР2^), (РіР-2^) И (РіРіО), 

т. е. получили бы всего четыре различных символа из одно¬ 
го, сохраняя порядок индексов, но меняя знаки. 

Ромбический додекаэдр имеет символ {НО}. Число пере¬ 
становок, которые мы можем сделать из двух единиц и од¬ 
ного нуля, будет 3, а именно: 

(НО); (101); (ОН). 

Перемена знаков в.каждом из таких символов дает уве¬ 
личение их количества в 4 раза. Таким образом, мы полу- 


чаем всего 12 возможных символов, а 

именно: 

(110) 

(ПО) 

(110) 

(Но). 

(101) 

(101) 

(101) 

(101) 

(011) 

(ОП) 

(011) 

(оГі) 


Для индексов символа (Р 1 Р 2 О) мы будем иметь всего 6 
возможных перестановок, а именно: 

(РіР^О)^ (РіОРі), (ОріР^,), (РіРіО), (р^Орі), (Ор^Рі). 
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Из каждого такого символа мы можем образовать еще три 
новых, путем перемены знаков. Таким образом, получаем все¬ 
го 18 новых символов, а с основными, имеющими только по¬ 
ложительные знаки, получаем общее число в 24 символа. 
Простые формы, отмечающиеся такими сийіволами, будут иметь 
в кубически-изотропно]м комплексе также 24 грани — это 
будут пирамидальные гекзаэдры. 

Если мы возьмем символ, состоящий из двух одинаковых 
индексов, и не содержащий нулей, а именно: то 

]ѵіы можем составить всего три основных символа: 

(РіРгРі\ (РіР^Рі) И ІРіР.Рі). 

При перемене знаков индексов, количество символов в этом 
случае, как мы уже видели при рассмотрении символов гра¬ 
ней октаэдра, увеличится в 8 раз. Таким образом, мы будем 
иметь всего 24 символа и число граней в простой форме 
будет также 24. Простые формы для этого случая, в куби- 
чески-изотропном комплексе, будут: 

1) Пираіѵшдальный октаэдр, если Р 2 <Рі и 

2) Триоктаэдр, если р^ > р^. 

Рассмотрим такнге последний случай, когда все три ин¬ 
декса символа будут различны и не будут равны нулю. В этом 
случае символ формы имеет вид {РіР 2 Рз]- При таком усло¬ 
вии количество возможных перестановок будет 6, а перемена 
знаков увеличит общее количество выведенных символов в 
8 раз. Получается простая форма, состоящая из 48 граней, 
а именно дитриоктаэдр. 

Символы граней дитрибктаэдра будут следующие: 

(РіРіРз)(РіР^Рз)(Рі РіРъ ) (Ру Р2Рі)ІРуР2Ръ)ІРуРіЪ)(РуР2Ю( Ру Рі Ръ ) 
^РіРіР 2 )(Ру РзЮ (РіРзРз) (РуРзРз) (РуРзРз) (РуРзЮІРуРзРз) (Рі РзРз) 
ІРзРуРі ) (>3^1 # 2 ) С РзРуРз)(РзРі Рз) (РзРуРз) ІРзРу Рі) ІРзРуРі) ІРзРуРі) 
ІРзРгРу)ІѢР_іР_у) ІРзРіРу) (РзРіРі)(РзРіРу )(РзРіЮ(РзРу Рі) ІРзРіРу) 
(РіРуРз)(РіРу Рз) (РіРуРз) (РіРу Рз) (РіРуРз) (РіРуРз) ІРіР\ Рз) ІРіРуРз) 
ІРіРзРу){РіРзРу)ІРіРзРу) ІРіРзРу) (РіРзРу) ІРіРзРу)ІРіРзРу) ІРіРзРу) 

Таким образом, мы видим, что количество граней, в про¬ 
стой форме кубически-изотропного комплекса, будет одина- 

3* 
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КОБО С колшчеством измеаепий, которые возможно произвести 
для символа данной форімы путем перемены знаков индек¬ 
сов и их порядка. 

С точки зрения ретикулярной теории строения, каждая 
грань простой формы будет представлять собою плоскую сетку, 
причем эта сетка для всех граней одной и той же простой 
формы характеризуется одинаковым расположение]\і гомоло¬ 
гических точек и одинаковым элементарным параллелограм¬ 
мом. В то же время, символы граней простой ())ормы всегда, 
как мы видим, будут различаться только порядком и знаками 
индексов, причем абсолютные велитаны индексов для всех 
символов будут одинаковы. 

Из всего только что изло;кенного, мы молсем вывеста об¬ 
щее правило для нахолѵдения количества граней в простой 
общей форме дитриоктаэдрического вида симметрии гекса- 
эдрической сингонии по символу даимой грани этой формы. 

Определяем число перестановок, которые молшо составить из 
трех индексов данного символа. Полученное число умиожаезі 
на 8 = 2^ если ни один из индексов символа не равен нулю, 
и получаем количество граней в простой общей форме дан¬ 
ного символа. Если один из индексов — нуль, то число най¬ 
денных перестановок умнолгаем на 4 = 2^, если же, наконец, 
два индекса — нули, умнолсаем найденное число на 2 = 2\ 

9. ГЕКСАГОНА.)ІЬНЫЙ ИЗОТРОПНЫЙ КОМПЛЕКС. 

Кроме изотропного комплекса гексаэдрической сингонии 
существует еще изотропный комплекс гексагональной гипо- 
сингонии. Этот комплекс характеризуется элементарным па¬ 
раллелепипедом пространственной решетки, имеющим вид 
комбинации ромбической призмы и пинакоида, причем грань 
пинакоида изіеет вид ромба с углами в 60® и 120®. Псе ре¬ 
бра такой комбинации равны между собой, причем грани 
ромбической призмы перпендикулярны граням пинакоида. 

Б основе строения кристаллов, обладающих такой про¬ 
странственной решеткой, лелшт тетрапараллелоэдр, представ¬ 
ляющий собою комбинацию гексагональной призмы и пина¬ 
коида. Мы можем очень легко определить отношения мел;ду 






Гексагональный изотропный комплекс 


37 


д^шнами ребер, образующих стороны граней гексагональной 
призмы, из рассмотрения пространственной решетки указан¬ 
ного вида. Положим (рис. 160), плоскость чертежа представ¬ 
ляет собою плоскую 
сетку пространствен¬ 
ной решетки для 
грани пинакоида изо¬ 
тропного комплекса 
гексагональной гипо- 
сингонии, причем, на 
чертелге, точкам а 
отмечены центры 
параллелоэдров, се¬ 
чение которых плос¬ 
кой сеткой изобра¬ 
жено в виде правиль¬ 
ных шестиугольни¬ 
ков. В простран- Рис. 160 . 

ственной решетке 
гексагонального изотропного комплекса расстояние между 
точкой плоской сети, изображенной на чертеже, и точ¬ 
кой параллельной ей ближайшей плоской сетки, лежа¬ 
щей выше плоскости чертежа по направлению а^а[ перпен¬ 
дикулярному плоскости чертелѵа, будет: а^а^ = а^а^ = 

Так как треугольник будет правильным, то, при¬ 
няв = 1 и заметив, что а^к = и Ііа^с = 30®, 

определяем из прямоугольного треугольника а^кі: 

кі = а^к • ідЗО^ = і ^ * 

Так как ті = 2 то мы имеем: 




1 


Мы приняли высоту параллелоэдра равной 1, а потому от¬ 
ношение длин неравных сторон четыреугольной грани гекса¬ 
гональной призмы в параллелоэдре изотропного комплекса 
гексагональной сингонии будет выражаться таким образом: 
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т I 



= Уз. 


Теперь докажем, что кристаллический комплекс, в основе 
строения которого лежит такой тетрапараллелоэдр, будет изо¬ 
тропным. Для такого доказательсава необходимо только убе¬ 
диться, что для калѵдого возможного ребра в таколі комплексе 
существует возможная перпендикулярная грань. Пололшм 
(рис. 159), Оа, ОЬ я Ос — три криста.оографические оси, 
причем і(Оа : ОЬ) = 60^ я Ос — перпендикулярна плоскости 
первой и второй кристаллографической оси. Пусть единич¬ 
ные отрезки, по всем трем осям, равны между собой. Возь¬ 
мем какое-нибудь ребро ОЛ символа и проведем че¬ 

рез некоторую точку сі этого ребра плоскости, параллельные 
плоскостям кристаллографических осей. В результате тако¬ 
го построения получим параллелепипед Оа^а^а.^с1а^, ребра 
которого будут пропорциональны индексам символа данного 
ребра, а именно: Оа^ = Оа^ = Ісз^ и Оа^ = Л 53 . Про¬ 
ведем через 0(і я каждую кристаллографическую ось плос¬ 
кость. Эти плоскости пересекутся с передней, одной из бо¬ 
ковых и верхней гранями параллелепипеда по прямым сіа^, 
йа^ я йау Заметим, что Ос^^аОЬ по условию, а следова¬ 
тельно и сІа^А^Ос^ как линия, лежаіцая в плоскости, перпен¬ 
дикулярной направлению Ос, Проведем через точку Л ребра 
[«і^з^зі плоскость а Ь с, перпендикулярную данному ребру Осі, 
Эта плоскость пересечется с тремя построенными плоскостя¬ 
ми по линиям йа, сІЪ и сіс, причем, в виду перпендикуляр¬ 
ности плоскости аЬс т ребру Ой, мы будем иметь: 


йсЛ_Ой; йЬ Ой и йа ± ОА, 


Принимая во внимание, что 

йаз= Оа^ = У{Оа^У + {0а^^— 2 (Оа^)• (О^з)соз 120®, 
находим: - 

ЙСС’з = /г ]/-|- 8^ -[- 5^ 8у 


Кроме 

Ойс: 


того, мы имеем из прямоугольного треугольника 

(Й«д)^ = Оад • СЛд. 







Гексагональный изотропный комплекс 


39 


Заменив и О только что найденными их выраже¬ 
ния™ через индексы символа ребра получаем: 

Ѵ±ЛІ+ііі?. 

® «8 

Откуда, приняв во внимание, что Ос = оа^-{- находим: 


0 ^ _ + + + . 
«3 


(О 


Из прямоугольного треугольника Оа^Л получаем: 
ОЛ = У -1- {Оа^у^ = Ъ • У8\ + И- б| +5^52 
Из прямоуго.тіьного треугольника имеем: 


«2 = У{с1а^) ^ + («2 « 4 ) ^ = V{Оа^) ^ + {Оа^У = 'кУь\ + 5 ^. 
Точно также, из прямоугольного треугольника полу¬ 

чаем: Ла^ = 'кУ $1 + 5^. Приняв ійОЪ = а^ находим из тре¬ 
угольника Оа^А: 

С08 а = + _ 

20А-0а^ 2]/5| + 


Из прямоугольного треугольника ОАЪ имеем: 

01^ _ О А _ 2 (зі -Ь ^2 ~1~ ~Ь ^ 

соза 5і 28 ^ 

Совершенно аналогично получаем: 


Оа = ^~Ь 4~ ^1 ^ 2 ) ^ 
^2 + 2 


( 2 ) 

(3) 


Мы можем рассматривать отрезки О а, ОЬ и Ос, отсека¬ 
емые плоскостью аЬс, как величины, пропорциональные па¬ 
раметрам этой плоскости. Как мы знаем, для того, чтобы 
данная плоскость аЬс была возможной гранью кристалли¬ 
ческого комплекса, необходимо, чтобы эти отрезки, согласно 
закону Гаюи, относились друг к другу, как целые рациональ¬ 
ные числа. Взяв отношение выражений (1), (2) и (3) получаем: 


Оа: ОЪ: Ос = 


«2 + 4*^1 + 2^2 *2 5 з 
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откуда, умножая вторую часть равенства на 
2 (^2 "Ь ^ ^ і ) (^1 “Ь ^ ^2)^3’ 

получаем: 


Оа: Об; Ос = 2 (8^ + 2 52)83 = 2(82 + 28 ,) 83 ': (82 + 28 і)( 8 і + 2 82 ) 


Это последнее выражение представляет собою, уясе не- 
сомненно, отношение трех целых рациональных адсел. Б ви¬ 
ду этого, отрезки Оа, ОЬ и Ос могут быть рассматриваемы, 
как величины, пропорциональные парамеараі\і некоторой воз¬ 
можной грани, символа причем мы мо;кем соста¬ 

вить следующие выражения: Оа=~\ ОЪ = - и Ос = —^ 

Рі Р 2 Рз 

где п — некоторый коэффициент пропорциональности. Та¬ 
ким образом, получаем: 


Оа: ОЪ: Ос = 


откуда 
и обратно: 


1 .1.1 

Рі ■ р2 ’ Рз 


Рі-ІЪ -Рз = (2 8, -(- 82): (2 82 8,): 2 83 (4) 

8і • 82 • 83 = 2 Р2) • 2 (22^2 Рі) • ^Ръ (Р) 


Эти выражения дают связь между индексами символа 
грани и перпендикулярного к ней ребра в изотропном ком¬ 
плексе гексагональной гипосингонии, если мы будем опре¬ 
делять символы, взяв три указанные выше кристаллографи¬ 
ческие оси. 

Если нам даны индексы символа ребра то мы мо- 

лѵем определиті> символ перпендикулярной к нему грани, 
пользуясь выражением (4). На основании выражения (5) мы 
мо^кем найти символ ребра, перпендикулярного к грани 
(РіР^Рз)- 'і'^ким образом, если мы возьмем грань символа 
( 111 ), то перпендикулярное к ней возмолшое ребро будет 
иметь символ [223], и наоборот, для грани (:132) найдем пер¬ 
пендикулярное ребро [ 111 ]. Как мы видим, при такой си¬ 
стеме обозначений граней и ребер, символы данной грани 
и перпендикулярного к ^ней ребра будут различными. 
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10 . СИМВОЛЫ ГРАНЕЙ И РЕБЕР В ГЕКСАГОНАЛЬНО¬ 
ИЗОТРОПНОМ КОМПЛЕКСЕ. 

При определении символов элементов кристаллического 
многогранника мы можем взять за основу: или определение 
символа ребра и в зависимости от такого определения по¬ 
ставить нахождеіше символа грани, или наоборот, считать 
символ грани, как основу для определения значения символа 
ребра. Другими словами, мы можем заранее определить зна¬ 
чение символа грани, так сказать, определить его реальный 
смысл и установить затем некоторую связь между символом 
грани и символом ребра, иіѵгеюіцего определенное положение 
относительно грани данного символа. 

Для получения символа данной грани гексагонально-изо¬ 
тропного комплекса мы взяли определенные кристалло- 
гра(|)ические оси и приняли на них равные единичные от¬ 
резки. Приняв эти оси, как данные для определения символа 
грани, мы можем сказать, что грань, отсекающая на пер¬ 
вой кристаллографической оси отрезок, равный а единицам, 
на второй Ъ единицам и на третьей с единицам, будет 
к к к 

иметь символ: = (24 Р 2 Рг)- Если мы поставим 

определенное условие для значения символа ребра, перпен¬ 
дикулярного данной грани, то мы можем получить совершенно 
определенный символ такого ребра, вне зависимости от ре¬ 
ального значения такого символа. Примем как условие, 
чтобы символ грани и перпендикулярного к ней ребра 
в гексагонально-изотропном комплексе были бы одинаковы. 
Как мы видели в предыдущем параграфе, для гексагонально¬ 
изотропного комплекса, свмвол грани (р^р^Р'б) ^ перпен¬ 
дикулярного к ней ребра Г 5 ^ 5 з 5 з], найденные по изло;кен- 
нохму в § 9 способу, не удовлетворяют такому условию, так 
как р^ • ^2 • • ^2 • ^3 • ^ '«^того, 5 ^, ^2 и ^3 уже 

не будут индексами символа ребра, а так называемыми суб¬ 
индексами этого символа. Для символа ребра полу¬ 

ченного при соблюдении поставленного нами условия, мы 
получаем те же соотношения между символом грани и сим¬ 
волом перпендикулярного к ней ребра, которые были выве- 
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дены для кубически-изотропного комплекса, а именно: 

( 6 ) 

Для соблюдения такого условия нам необходимо изменить 
СИМВОЛ ребра, перпендикулярного данной граіт, а вследствие 
такого изменения, улсе не будет удовлетворяться уравнение: 

+^ 2^2 + Яз^з ^ выведенное как соотношение между 
индексами символа грани и индексами символа одного из 
ребер, находящегося в этой граіт. Вместо этого уравнения 
мы будем иметь соотношение, выражающееся уравнением: 

+ 1^2 ^2 +і^з^з = ^5 так как теперь роль индексов символа 
ребра будут играть субиндексы того же символа. 

Для того, чтобы получить уравнения, выражаюпще связь 
между {ріР 2 Рв) и К^г^з]’ должны будем воспользоваться 
равенствами (4) § 9 и (6), из которых получаем: 

і\ :Гз; Гз = (25 і + «а) = (2«2 + «і) : (7) 

Из этого последнего выражения находим: 

5і : «2: «3 = 2(2гі - г^) : 2(2г^ - г^): Зг^ (7') 

При вышеизложенных рассуждениях, мы приняли угол меж¬ 
ду положительными концами горизонтальных кристаллогра- 
(І)ических осей в 60®. Но мы могли бы принять угол между 
положительными концами тех лге осей за 120®, т. е. просто 
переменить положительное значение конца одной оси на 
отрицательное и обратно. При такой перемене знаков од¬ 
ной из горизонтальных осей, мы по.іучим для уравнений (7) 
и (7') следующие значения.: 

: ^3 = ( 2 »і -«г): -5,): 253 (Т^) 

5і гяз: 83 = 2 (2гі + Гг): 2(г^ + 2г^): Зг^ (7І) 

Подставив соответственные величины из выражения (7') в 
уравнение: Рі8^+р^з^+р^8.,^0, 

находим: р^{і^^ — 2^^)+р^{4:^^-\-2^^)+р^З^^= О 
или Арр-^ — 2г^р^ 4 - Ар^г^ — 2 р,Гг + ЗР 3 Г 3 = О 
ИЛИ, наконец: 

+1>2^2)- 2(Рі^2 +7’2»*і) + ^РзЧ = с. 


( 8 ) 






Символы граней п ребер в гексагонально-изотропном комплексе 43 


Это будет уравнение, устанавливающее связь между сим¬ 
волом грани и символом ребра, леліащего в этой грани, при 
соблюдении условия равнозначности символов грани и пер¬ 
пендикулярного к ней ребра в гексагонально-изотропном ком¬ 
плексе, При существовании такого условия, числа 5 назы¬ 
ваются субиндексами а г индексааш символа ребра. Точно 
также мы можем получить субиндексы і и индексы р сим¬ 
вола грани. Для определения связи между субиндексами и 
индекса^ѵш символа грани, возьмем два уравнения, связыва¬ 
ющие индексы гиг' символов двух ребер с индексами р 
символа грани, проходящей через эти два ребра. Эти урав¬ 
нения будут: 

3^0»‘о + - 2_р, = О (9) 

и . Вр^г'д + г[ + 4р^г^ — 2рі г'^ - 22-)^г\ = О (10) 

Выражения (9) и (10) вполне аналогичны уравнению (8), 
причем только изменена цифра при индексах Гд, т. е. эти 
индексы представлены в виде г^. 

Умножив уравнение (9) на а уравнение (10) на и 
вычтя из первого произведения второе, получим: 




ГоГ[ — ГоГ, 


Умножив уравнеіте (9) на г'^, а уравнение (10) на и 
вычтя из первого произведения второе, получаем: 

^Р2 — Рі == —г рг, / ^ 2 ) 

^Рі—Р2 ^'2 Го — Г^Г2 ^ ^ 

Кроме того, субиндексы і данной грани символа 
ДО.ЛЖНЫ удовлетворять уравнениям: 

^ 0^0 + + 4^2 = О и -Ь + 4^2 = О. 

Реиіая эти уравнения относительно і в целых рациональных 
числах, получаем: 

= (»'і - ѵ\) ■ - Ѵо) '■ (13) 

Заменив в уравнениях (11) и (12) индексы их значениями 
из уравнения (13), находим: 

3^0: - Зг’Э: “ Чі) 


(14) 
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Уравнение (14) дает связь между индексами символа грани 
и субиндексами символа ребра, находящегося в этой ірани. 
Принимая в уравнении (14) за неизвестные получаем: 

І’о := 2 /о; (2 + 4) : (2 <2 + ^і) (1 

Принимая угол между 2 -й и 3-й кристаллографическими осями 
равным 12 * 0 ^ получаем: 

Ро-Рі -Рі = 2 4 : (2^1 - 4): (24 - 4) (15') 

іо-к:і, = Ър,-.2{2р,-р,):2{р, + 2р,) (14') 

Примем В уравнении (7): 

Гі : Гз: Гд = 1:1:1 

Б таком случае: 5 ^: ^з: 53 = 2 : 2 :3 

Из этого отношения заключаем, что единичные отрезки но 
кристаллографическим осям, для получения символа ребра, 
удовлетворяющего поставленному условию, будут отличаться 
от единичных отрезков по осям, принятых для получения 
параметров грани и вывода ее символа; а именно, для полу¬ 
чения символа ребра мы должны взять по первой и второй 
кристаллографическим осям вдвое, а по третьей втрое боль¬ 
ший единичный отрезок, сравнительно с единичными отрез¬ 
ками, взятыми назш для получения символа грани. Таким 
образом, различие в кристалле ірафических осях, для нахож¬ 
дения символа грани и символа ребра, будет выражаться в 
том, что основной элементарный параллелепипед пространст¬ 
венной решетки гексагонально-изотропного комплекса будет 
служить основным параллелепипедом только для получения 
символов 1 раней. 

Для нахождения символов ребер, мы должны будем принять 
за основной параллелепипед с единичными отрезками по 
кристаллоі'рафическим осям некоторый параллелепипед, со¬ 
стоящий из 12 элементарных параллелепипедов решетки. 
Эти параллелепипеды будут расположены таким образом, что 
всякая плоскость, проведенная перпендикулярно к третьей 
кристаллографической оси, и нроходяищя через центр одного 
из элементарных параллелепипедов, входящих в состав парал¬ 
лелепипеда, основного для ребер, пересечет всего 4 элемен- 
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тарных параллелепипеда, а плоскость, перпендикулярная пер¬ 
вой или второй кристаллографической оси, и проведенная 
через центр одного из 12 элезіентарных параллелепипедов, 
пересечет 3 таких параллелепипеда. 

11 . СИМВОЛЫ, УПОТРЕБЛЯЕМЫЕ ДЛЯ ОБОЗНАЧЕНИЯ 
ГРАНЕЙ И РЕБЕР ГИИОГЕЕСАГОНА.)ІЬЫЫХ 
КОМПЛЕКСОВ. 

Мы видели, при исследовании свойств символов граней и 
ребер кубически-изотропного комплекса, что всевозможные 
комбинации из индексов данного символа будут служить для 
обозначения граней одной и той же простой формы в высшем 
виде симметрии гексаэдрической сингонии. Точно также и 
направления одинакового значеішя получают совершенно 
аналогичные выражения. Если бы мы захоте.іи иметь такие 
же свойства и для символов гексагонально-изотропного ком¬ 
плекса, то мы легко убедклись бы, что этого достигнуть не¬ 
возможно, приняв какие угодно три кристаллографические 
оси. Однако, возможно получить символы с совершенно ана- 
.логичнызш свойствалш, если только принять для вывода этих 
символов не 3, а четыре кристахіо графические оси. 

В виду этого, при обозначении символами элементов кри¬ 
сталлов гипогексагонального типа, употребляются четыре 
кристаллографические оси, причем три из этих осей лежат в 
одной плоскости. Так как для точного определения поло¬ 
жения какой угодно точки в пространстве трех измерений доста¬ 
точно иметп всего три постоянных направления, то четвертая 
ось является, в сулщости, излишней. Введение этой четвертой 
оси обьясняется тем, что обозначение граней и ребер кри¬ 
сталлов гексагональной гипосингонии, при помопщ символов 
с тремя индекса:^т, не дает возможности отметить равные 
направления символа™, отличающимся друг от друга только 
I порядком и знаком индексов. Для получения такой возмож- 
I ности необходимо ввести четвертую вспомогательную кри- 
[ сталлографическую ось. Такая система обозначений была 
I впервые предложена в 1820 году СЬг. 8. ѴѴеізз’ом и введена 
I во всеобщее употребление в 1851 г. Вгаѵаіѳ. 
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Для кристаллов гексагональной гипосингонии за кристал¬ 
лографические оси принимаются: X® или и три равных 
направления, лежаище в плоскости, перпендикулярной к этим 
осям симзіетрии и образующие между бжлѵайшими концами 
углы в 60®. Что касается порядка кристаллографических 
осей, то в настоящее время этот порядок принимается и.іи 
по предложению Вгаѵаіз, и.іи по системе II. Грота, или, на¬ 
конец, по системе Е. Федорова. 

По системе Вгаѵаіз, за пололштельные направления пер¬ 
вой, второй и третьей кристаллографических осей прини¬ 
маются концы равных направлений, образующие -между собой 
углы в 120®. X® или X® принимается за 4-ую кристалло¬ 
графическую ось, причем пололштельпым считается направ¬ 
ление снизу вверх от начала осей. 

Но Гроту, за положительные направления первой, второй 
и третьей оси принимаются три ближайшие друг к другу 
концы равных направлений, образуюнще между собой углы 
в 60®. 4-ая кристаллографическая ось совпадает с X® или X®. 

По Федорову, за первую ось принимается X® или X®, а за 
вторую, третью и четвертую три равных направления, пер¬ 
пендикулярных к X® и.т X®. Положительные концы 2-й, 
3-й и 4-ой кристаллографических осей образуют мел;ду со¬ 
бой углы в 60®. В дальнейшем изложении мы будем, вообще, 
придерживаться системы Федорова. 

12. СИМВО.Ш ГРАНЕЙ ГИПОГЕКСАГОНА.НЬНЫХ 
ЕОМШІЕЕСОВ. 

За символ грани кристалла гексагональной гипосиніюнии, 
аналогично с символом грани кристалла кубического типа, 
мы принимаем отношение четырех чисел, обратно пропорцио¬ 
нальных длинам отрезков по кристаллографическим ося]м, 
отсекаемых данной гранью и измеренных в осевых едини¬ 
цах. Единичные отрезки по кристаллографическим осям, в 
криста.ілических комплексах гексагональной гипосингонии, 
будут равны друг друі7 на всех ірех осях, .нежащих в 
одной плоскости. Единичный отрезок по оси, перпендику¬ 
лярной к равным между собой кристаллографическим осям. 
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будет, вообще говоря, отличаться от отрезков по равньпѵі 
осям, а потому для определения символа грани необходимо 
знать, между прочим, отношение единичного отрезка по пер¬ 
вой оси к единичному отрезку по одной из равных осей. 

Для определения положения плоскости в пространстве со¬ 
вершенно достаточно трех осей координат. В виду этого, вве¬ 
дение четвертой оси вызывает некоторое взаимоотношение 
между тремя независимыми друг от друга осями и введенной 
дополнительной осью. Это взаимоотношение моікет быть вы¬ 
ражено определеннші образом, в зависимости от положеішя 
дополнительной оси относительно трех других осей. 

Так как три кристаллографические оси, для кристаллов 
гексагональной гипосингонии, лежат в одной плоскости, пер¬ 
пендикулярной к направлению первой оси, то мы можем 
установить вполне определенную связь между отрезкаіѵш, от¬ 
секаемы™ гранью по этим трем осям, в то время как от¬ 
резок по 4-ой оси остается совершенно независимым от от¬ 
резков по другим осям. 


ІІололшм, первая кристаллографическая ось, совпадаюпщя 
с гексагонального кристалла, перпендикулярна к плос¬ 


кости чертежа (рис. 161), ко¬ 
торая, в то же время, слу¬ 
жит плоскостью трех кри¬ 
сталлографических осей 
Ох.^ и Од^з, причем 0 ^ 1 , 
^^ 2 ’ ~ положительные 

отрезки на этих осях. Пусть 
ЛГІѴ — линия пересечения м. 
некоторой грани кристалла с 
плоскостью чертежа. Отрезки, 
отсекаемые этой гранью на 
кристаллографических осях, 
лежащих в плоскости чертежа, 
и 0^3 = ^ 3 . Положим: 



будут 03-1 = ^,, 0^2 = ^2 


і = / 3 . 


Пз треугольника имеем: 
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(1) 


2 (г, — і 2 — 22 

Жъ треуі'О.іьника д, Одд имеем: 

а _ 0^2 «іДД'іа^з _ 2з • 8ІП 120» _ _29_^3 


° ” Од, — Од, • С08 х^ — д, • сов 1 - 20 " 2 д, 4 * дз 

Из равенств (1) и (2) получаем: 

(22 уз _ уз 


2 О'і — ^2 2 + ^3 ’ 

^1^2 = ^з(^1 - ^2) 


( 3 ) 


откуда: 


Индексы символа грани, соответствуюіцие 2-й, 3-й и 4-й 
кристаллографическим осям, мы можем представить в виде: 


Вставив эти выражения в уравнение (3), находим: 


( 4 ) 


Рз=Р 2 -Рі- 


Таким образом, между отрезкаіѵт по трем равным кри¬ 
сталлографическим осям, в кристаллах гексагональной гипо- 
сингонии, существует определенная связь, выралтемая урав¬ 
нением (3), а между индексааш символа — связь, выра¬ 
жаемая уравнением (4). 

13. СИМВОЛЫ ГРАНЕЙ ПРОСТЫХ ФОРМ ГЕКСАГО¬ 
НАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО КОМПЛЕКСА. 

Посмотрим теперь, какие символы получают грани данной 
простой формы в комплексах дигексагонально-дипира^^іидаль- 
ного вида симметрии гексагональной гипосингонии и, в част¬ 
ности, в гексагонально-изотропном комплексе, если приняты 
четыре кристаллографические оси. Пинакоид, грани кото¬ 
рого перпендикулярны к гексагонально-изотропного ком¬ 
плекса, состоит из двух граней и символы этих граней будут 
(1000) и (1000). 
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Принимая во внимание, что для индексов символов граней 
{РаРіР-іѴ^ кристаллов гипогексагонального типа должно су¬ 
ществовать отношение 'р^ = Рі ™ можем всякий сим¬ 
вол грани представить в виде: {р^.Рі.Рі +Рг->Ръ\ т. е. сумма 
второго и четвертого индексов символа грани всегда должна 
быть равна третьему индексу того же символа. Теперь уже 
перестановки индексов символа делаются возможными только 
для индексов и ^3, так как всякое изменение абсо¬ 

лютной величины будет давать первый индекс символа 
грани другой формы, в виду того, что ось представляет 
собою единичное направление. 

Таким образом, возможны только перестановки р^, р^ и р^ 
а для р^ возможна только перемена знака. Однако, такие 
перестановки трех индексов уже сами по себе обуславливают 
перемену знака для некоторых индексов. Условимся, чтобы 
третий индекс всегда был положительным. При этом условии 
мы будем иметь 6 случаев, если все индексы различны: 


І’і 

ІРі + Рв) 

Рз 

(1) 

Рі 

ІРі + Рз) 

Рі 

(2) 

Р1 

Рз 

ІРі + Рз) 

(3) 

Рв 

Р1 

ІРі + Рз) 

(4) 

ІРі + Рз) 

Рз 

Р1 

(5) 

ІРі + Рв) 

Р1 

Рз 

(6) 

Переменив знаки во 

всех этих 

случаях на обратные. 

по- 


лучим еще шесть новых комбинаций индексов. Кроме того, 
перемена знака у р^ удвоит общее число случаев и всего 
получится 24 возможных случая. Ес.т два индекса будут 
одинаковы, т, е. р^ =і^з, то количество возможностей умень¬ 
шится вдвое, т. е. будет равно 12, так как из первых шести 
перечисленных возможных комбинаций сделаются равными 
первая и вторая, третья и четвертая, а также пятая и 
шестая. Если один из индексов будет нуль, то остальные 
два индекса будут непременно равны друг другу и мы опять 
получим из основных шесги случаев только 3, а именно: {)рр, 
ррО и рОр. 

.14: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 


4 
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Наконец, взяв все три индекса равными друг другу, 
мы найдем, что эти индексы моіут быть только нулями, 
причем возможны будут всего только две комбинации: (Юоо) 
и (ІООО). 

Для гексагонально-изотропного комплекса количество воз¬ 
можных комбинаций из индексов символа, указанных выше, 
будет также вполне определять количество граней в простой 
форме дигексагонально -дипирамидального вида симметрии, 
*а именно: 

при Ро = ^ Ра + ^ 


Все индексы р^р^Рг 
различны: 


12 комб. 24 ком б. 

дигексагональная ди гексагональная 

призма. дипирамида.* 


Два индекса из трех 
равны: 


6 комб. 

гексагональная 

призма. 


12 комб. 
гексагональная 
дипирамида 


Один индекс 0; два 
другие равны. 


6 комб. 

гексагональная 

призма. 


12 комб. 
гексагональная 
пирамида. 


Рі =Рь = О 


2 комб. 
пинакоид. 


14 . СИМВОЛЫ РЕБЕР КОМПЛЕКСОВ ГИПОГЕКСАГО- 
НАЛЬНОГО ТИПА. 

Как уже было указано при рассмотрении свойств гекса¬ 
гонально-изотропного коіушлекса, для определения символа 
ребра, под условием равнозначности этого символа с символом 
грани, перпендикулярной данному ребру, необходимо ийіеть 
определенное отношение между единичными отрезкаіѵш по 
вертикальной и одной из горизонтальных осей, например, по 
ОС 3 

оси а именно — = ^ • В виду этого, отношение единич¬ 
ных отрезков по кристаллографическим осям, для определения 
символов ребер, будет: 

х^: х^^ : Х 2 : х^ 3 а : 2 Ь : 2 Ъ : 2 Ъ, 
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где а:Ъ — отошение едиништх отрезков по вертикальной 
и одной из I оризонтальных осей, принимаемых для нахож¬ 
дения символа какой-нибудь грани данного кристаллического 
комплекса гипоі ексаі’онального типа. 

Сделав такое допуіцение, мы можем рассматривать символ 
ребра, как обозначение отношения длин отрезков прямых (век¬ 
торов), по которым необходимо пройти для того, чтобы, исходя 
из начала кристаллографических осей, достигнуть некоторой 
точки данного ребра, при условии постоянного движения парал¬ 
лельно одной из кристаллоірафических осей. Вообще говоря, 
для того чтобы иметь возможность дойти до какой-нибудь 
точки пространственной фигуры, исходя из данной точки и 
двиіаясь параллельно определенным, заранее данным, направ¬ 
лениям, необходимо, в качестве данных направлений, иметь 
всего три направления, не лежащих в одной плоскости. 
При этом условии, путь, который необходимо пройти, от ис¬ 
ходной до конечной точки, будет вполне определенным и 
задача будет иметь одно решение. Если же мы прибавим к 
трем необходимым данным направлениям еще одно допол¬ 
нительное, то решение задачи делается неопределенным, так 
как при четырех данных направлениях мы можем дойти до 
конечной точки различными путями, двигаясь все время па¬ 
раллельно даннші направлениям. Таким образом, символ ребра, 
при четырех кристаллоірафических осях, был бы совершенно 
неопределенным, если бы мы не имели выведенного ранее 
условия для индексов символа, а именно: =^2 — Рѵ 
существовании этого условия, задача опять получает одно 
решение, так как из всех возможных случаев только один 
будет удовлетворять поставленному условию. 

Мы видели, при рассмотрении символов с тремя индексаіѵш, 
что кристаллографические оси получают символы [100], [010] 
и |0()1]. Посмотрим теперь, какие символы получат кристал¬ 
лографические оси в гексаюнально-изотропном кристал.іи- 
ческом комплексе. Для онредедения символов кристаллоіра¬ 
фических осей, в случае і екса онально-изотропною комплекса, 
мы можем воспользоваться тем условием, что ірань и пер¬ 
пендикулярное к ней ребро в гекса опально-изотропном ком¬ 
плексе должны иметь одинаковые символы. 


4 * 
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Положим, ПЛОСКОСТЬ чертенка (рис. 162 ) изображает плос¬ 
кость, проходяпі,ую через вторую, третью и четвертую кри¬ 
сталлографические оси - 

и гексагонально-изотропного 
комплекса, а первая ось x^, пер¬ 
пендикулярная к этой плоскости, 
пересекается с ней в точке О. 
Пусть грань , перпендику¬ 
лярная к оси пересекает эту 
ось в точке 

Из чертежа ясно, что аО^а^О, 
Кроме того, мы имеем: 

і Ох^ = і Ох^ = 60 ®. 

РІз прямоугольных треугольников 
Рис. 162. аа^О и а^а^О находим: 


а О = аз О = О • вес 60 ® == 2 а^ О. 

В виду этого, символ грани аа^ будет ( 0211 ), а, следова¬ 
тельно, и символ оси 0^1 будет [ 0211 ]. При помощи точно 
такого же рассуждения находим для оси х^ символ [ 0121 ] 
и для оси х^ — [ 0112 ]. Что касается оси х^^ то ее символ 
будет [ 1000 ], так как грань, перпендикулярная к этой оси, 
будет параллельная плоскости осей х^х^х^. 


15 . СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ СИМВО.]ІАМИ ГРАНЕЙ И 
РЕБЕР В КОМПЛЕКСАХ ГИИОГЕКСАГОНАЛЫІОГО 

ТИПА. 

Если мы имеем символ некоторого ребра и символ 

какой-нибудь грани, проходящей через это ребро 
то, принимая последовательно за нуль один из трех послед¬ 
них индексов символа грани и соответственный индекс сим¬ 
вола ребра, мы можем вывести, на основании уравнения ( 8 ) 
§10 следующие выра:жения: 

4 = Оі»*! + РіГ^ — 2 (р^г^ + Р^г^) + 3 = О 
4 = {РіГ^ + РіГі) - 2 {р^г^ + р^г^) + Ър^г^ = О 
4 (РіГі + р^г^) + 2 (ріГз + р^г^) Ч- ‘іРои = О. 










Соотношения между символами граней и. т. д. 
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Складывая эти три уравнения, получаем: 

8 {РіП + РЛ + Ръ'^ъ) — 2 ІРЛ + Рі^і — РЛ\ п-) 

- РіГ^ + +РіГ^) + 9 ро»-о = О I ^ ’ 

Принимая во внимание, что = Р2 — Рі-> мы легко можем 
получить на основании этого равенства, сделав соответствен¬ 
ные подстановки и сокращения в выражении ( 1 ): 

^РоЧ + ^Рі^і + 2 і? 2»'2 + ^РЛ = О. ( 2 ) 

Это будет общее уравнение связи между символом грани 
и символом лежапщго в ней ребра для комплексов гипо- 
гексагонального типа. Уравнеішя ( 7 ) § 10 мы можем теперь 
представить в виде: 

^0 • * ^2 = 2 : (2 -ь 8^) : -ь 2 8^)] 

Го : : Гз = 2 вд' : (2 5^ + 5;): («^ + 2 5^) (3) 

Го : : Гз = 2 з": (2 з" - в") : (2 з" - в")) 

откуда: 

«о = «1 : «2 = 3 »'о — 2 Гз): (4 Гз — 2 Гі)| 

«о -Ь ■ «3 = ^Гд : (4г 2 - 2гз): (4Гз - 2 Г 2 ) ( 4 ) 

з'„':з":з"= ЗГо:(4г^ + 2 г^): (2 г, + 4гз)| 

Сложив почленно эти выражения и принимая во внимание, 
ЧТО Гд = Г2 — находим: 

^«0 + «о + «о) = («1 + в"):(«2 + О:(«3 + «з) = 3Го: 2 Гі :2Гз:2Гз (5) 

Если нам даны две грани символов (Р0Р1Р2Р3) ^ 
то для нахождения субиндексов ребра пересечения этих 
граней мы будем иметь: 


^0 * ^1 * ^2 — 

РгѴі 

• 

РзРз 
Чі Чо 


1 РоРі 1 
1 ЧоЧі і 

^0 • ^2 * ^3 ~ 

РіРъ 
' Чг Чз 


О о 

• 

'РоРз 
: ЧоЧз 

1 

// п // 1 

: 5 . \ 8 . = 

РіРз 


РзРй 

. 

РоРі 

1 3 

ЧіЧз \ 


ЧзЧо 


ЧоЧі 


Заменив в полученном уравнении ( 5 ) 5 через р и най¬ 
дем: 
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^0 -^1 -^2 '^3 = 2 РіІЧР^ 


111 I 1 1 о 


I 1 1 О 


/ 3 /' 0^1 • І'0І'\Г2 

ко ^ 1^2 



( 6 ) 


Таким образом, правая часть уравнения представляет со¬ 
бою отношение тноров детерминанта: 


2 3 3 3 


0 111 , разложенного по первой 
РоРіР2Рг строке, 
і ЬЧіѣЬ 


Уравнение (6) дает общую связь между символами двух, 
не параллельных между собой, граней и символом ребра их 
пересечения для всех, вообще, комплексов і’ипоі ексаі оваль¬ 
ного типа строения, так как все вышеприведенные соотно¬ 
шения сохранят свое значение и после юмогенных дефор¬ 
маций, которым мы можем подвер інуть і'ексаі^нально-изо- 
тропный комплекс для вывода из него комплексов других 
сині'оний. Заменив, в уравнении (6), символы граней симво¬ 
лами ребер и наоборот, мы можем, по тому же уравнению, 
опредетть символ грани, зная символы двух, находящихся 
в ней, ребер. 

В виду то І О, что субиндексы символа ребра удовлетворяют 
уравнениям вида: ^ ^ 

мы заключаем, что для нахождения символа ребра, поло¬ 
жение которого относительно кристаллоірафических осей 
известно, можно воспользоваться обычным построением, при¬ 
чем мы, каждый раз, для такого построения должны брать три 
кристаллографические оси, в числе которых обязательно 
должна быть Взяв три, возможные при таком условии, 
комбинации из четырех осей по три, мы найдем три іруппы 
субиндексов символа ребра: 


[« 0 « 2 «з] И К«і 8 з]- 
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Из этих субиндексов, на основании уравнения ( 5 ), полу¬ 
чаем индексы символа ребра. 

На основании всего вытеивложенного, мы можем вывести 
обіций способ нахождения 
тонального комплекса гра¬ 
фическим путем. 

Положим, плоскость 
рис. 103 представляет со¬ 
бою плоскость трех кри¬ 
сталлографических осей 
0^2 и гипо¬ 

гексагонально го комплек¬ 
са. Если дано направле¬ 
ние некоторою ребра М ІѴ, 
то проводим через нача¬ 
ло кристалло 1 рафических 
осей — точку О — линию 
И , параллельную дан¬ 
ному направлению ребра 
ЖжУ. Возьмем на линии 
произвольную точку 
а и через эту точку проведем прямые, параллельные трем 
кристаллографическим осям: 

ЯізЯіз II аЯзі II и 

Каждая из этих трех линий пересечет две кристаллографи- 
ческие оси, и каждая кристаллографическая ось будет иметь 
две точки пересечения с двумя такими линиями. Ось х^х^ 
будет пересекаться такиіѵш линиями в точках и ось 
х^х^ — в точках а,2 и и ось х^х^ — в точках и ^23. 

Приняв во внимание знак отрезков, возьмем алгебраические 
суммы двух отрезков на каждой кристаллографической оси, 
образуемых проведенныш через точку а тремя прямыми. 
Получаем. = т 

по оси х^х ^: Оа^2~~ ^^12 

по оси л’з^Гд: Оа2з — ^ 

где т, п ж 2 некоторые длины, выраженные в определенных 


символа данного ребра гипоіекса- 

л 
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мнейных единицах. Ест мы имеем отношение 
единичных отрезков по кристаллоірафическим осям Ох^ 
и Ох^, то искомый символ ребра МN будет: 



где Тс — коэффициент пропорциональности, превращаіопщй 


ш п д[ 

^1 ^ 9 . 


отношение: 


: “ в отношение трех целых чисел, не 

^я 


8 


имеющих общих делителей. 

Если данное ребро Оа^ (рис. 164 ) не лежит в плоскости 
кристаллографических осей Ох^^ Ох^ и О^д, то определение 



Рис. 164. 


его символа мы опять можем свести к только что описанной 
операции, взяв на данном ребре произвольную точку а и 
проведя прямую а'а, параллельную оси Ох^, до пересечения 
этой прямой с плоскостью кристаллографических осей Ох^^ 
0x2 и Ох^ в точке а. 

Соединив прямой точки а и О, найдем направление некото¬ 
рого возможного ребра, лежшцего в плоскости трех горизон- 
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тальных кристаллографических осей и Ох^, Опре¬ 

делив символ этого ребра указанным выше способом, находим 
символ [Ог^^зГзІ. Найденный таким образом символ отно¬ 
сится к ребру Оа ж три последних индекса этого символа 
должны быть пропорциональны соответственныіуг индексам 
символа ребра Оа, Для нахождения символа этого послед- 
него ребра проводим из точки а прямую аЪ^ || Оа до пере¬ 
сечения этой прямой с осью Ох^, Из точки а проводим две 
из трех прямых, параллельных осям Одг^, Ох^ и Ох^^ на¬ 
пример: аЪ II Ол^р аЪ,2 || Ох^- Зная отношение т. е. от¬ 

ношение единичных отрезков по Охг, и Охо, можем полу- 

чить - : -^- - . Возьмем некоторый коэффициент про- 

^0 ^3 


порциональности умножая на который, мы получим 
кЛОЬ+ОК) 

! -^ в виде отношения двух целых рацио- 

^0 ^3 

нальных чисел 5: не имеющих общего делителя. 

Найдя обіцее наименьшее кратное и чисел ж і, ж взяв 


и 

— = V, умножим на полученное целое число ѵ все найденные 

^"з ^ 

величины 5, Гз и Гд. Получим символ в виде: 
причем = ѵ8, г\ = Ѵ7\^ Гд = ѵг^ и Гд = ѵг^. Все най¬ 
денные таким образом индексы символа не будут 

содержать общих де.іштелей. 


VI. ГЕОМЕТРИЯ 

ПРОСТРАНСТВЕННЫХ РЕШЕТОК. 

1 . ДВОЙНЫЕ ОТНОШЕНИЯ. 

Можно вполне точно и однозначно определить положение 
какой угодно точки на данной прямой МN (рис. 165 ), если 
ш примем за известные и исходные для такого определения 
две точки а и Ь па этой прямой. Приняв а и Ь за посто¬ 
янные точки, мы можем определить положенце каждой точки 
на той же прямой, но отношению к выбранным нами двум 
постоянным точкам. Определение относительного положения 
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какой-нибудь переменной точки с может быть сделано, во¬ 
обще говоря, различно. Здесь мы рассмотрим то определение 
положения переменной точки относительно двух постоянных, 
которое молгет быть выражено отношением расстояний этой 
переменной точки от постоянных точек а и 


Рпс. 165. 

Положим, нам дана некоторая переменная точка г. Ее поло¬ 
жение может быть определено отношением отрезков прямой 

Такое отношение будет иметь знак ес.іш направления от 
двух постоянных точек а и Ь к точке с будут одинаковы. 
То же отношение получит знак ]\тнус, если направления 
от постоянных точек к переменной будут прямо нроатіво- 
положны. 

Приняв такие условия для обозначения положения пере¬ 
менной точки относительно двух постоянных а и 6, мы полу¬ 
чим отношение ^ в виде положительной величины, если 
только переменная точка с будет находиться вне отрезка 
прямой аЪ, Отрицательное значение ~ получится в том 

случае, если переменная точка с. будет находиться между 
точками а и Ь. Если переменная точка с совпадет с точ¬ 
кой а, то отношение ^ будет равно нулю; в случае, если с 
совпадает с точкой Ь, то то же отношение будет равно оо. 

Если переменная точка находится вне отрезка аЪ ж 
ближе к точке Ь, то отношение ^ будет болыве положи¬ 
тельной единицы. С другой стороны, если переменная точка 
займет положение точки Сд, находящейся вне отрезка аЪ ж 
расположенной ближе к точке а, чем к точке Ь, то отно¬ 
шение ^ будет меньше положительной единицы, т. е., во¬ 
обще говоря, будет дробью. Еати, наконец, переменная 
точка с примет положение точки находящейся как раз 
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посередине между точками а и Ь, то отношение ^ будет 

отрицательным, а в виду равенства ас^ = оно будет 
равно — 1 . Если переменная точка с удалится в беско¬ 
нечность, то отношение ^ будет равняться -Ь 1 . 

Пусть, кроме двух постоянных точек а и 6 на прямой 
МN нам даны еіце две переменные точки с ж сі, П этом 
случае относительное положение этих переменных точек мы 

„ ас а (і 

можем определить уже отношением отношении ^или 

двойным отношением. Очевидно, такое двойное отношение 
может иметь различные значения, т. е. может быть выражено 
тем или другим положительным или отрицательным числом 
и, в частном случае, оно может оказаться равным — 1 . В 
этом последнем случае такое двойное отношение называется 
гармоническим. Итак, двойное отношение: 

ас ^ ад, _ 

Гс' Ы~ ~ ^ 

называется гармоническим, а все другие отношения назы¬ 
ваются ангармоническими. Гармоническое отношение мы 
можем представить в виде: 

ас ‘ Ъй = — асі • Ъс, 

Можно доказать следу іопі,уіо теорему: 

Если нам даны какие-нибудь три точки а, Ь и с на пря¬ 
мой МN (рис. 166 ), то мы всегда можем найти четвертую 
гармоническую точку сі на той же прямой! 

Для нахождения четвертой гармонической необходимо 
принять за переменную точку ту из трех данных, которая 
находится между двумя другилш данными точками, а эти 
последние принять за постоянные точки. Необходимость та¬ 
кого допущения непосредственно вытекает из того, что двой¬ 
ное отношение должно равняться — 1 . Между тем, двойное 
отношение может быть отрицательным только в том случае, 
если одно из отношений отрицательно. Из предыдущего мы 
знаем, что для получения отрицательного отноліения необ¬ 
ходимо, чтобы переменная точка с лежала между постоян- 
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ными точками а и Ъ, Посмотрим теперь, каким образом мы 
можем найти четвертую гармоническую, если даны три точки 
на прямой. 

Положим, на прямой 31 N (рис. 166 ) нам даны три точки: 
а, & и с, причем точки а я Ь лежат на концах отрезка 
прямой ЖД определяемого данны™ тремя точками. Приняв 
а и & за постоянные, а с за переменную точку, проводим 
через постоянные точки а ж Ь окружность апЪщ^ для кото¬ 
рой аЪ будет служить диаметром. Через точку с проводим 
хорду перпендикулярную к диаметру аЬ. В точке п 

пересечения этой хорды 
с окрулшостыо, прово¬ 
дим касательную псі. 
Точка сі пересечения 
этой касательной с пря¬ 
мой 31 N ж будет четвер¬ 
той гармонической. В 
самом деле, проведя 
прямую пЪ, заметим, 
что в треугольнике сісп 
угол Лпс делится попо¬ 
лам прямой пЪ, так как іп^пЪ измеряется половиной дуги 
а іЬпй измеряется половиной дуги пЬ, Дуги пЪ ж п^Ъ 
равны между собой в виду того, что 

і псЪ = і п^сЪ = і псо = і п^со = 90 ^ 



Рис. 1С6. 


Так как в каждом а^еугольнике биссектриса угла делит 
противоположную сторону на части, пропорциональные двум 
другим сторонам, то мы имеем: 

— Ъс :Ъс 1 ^ СП : йп, (1) 

Знак минус отношению Ъс:Ъс 1 мы приписываем на осно¬ 
вании предыдущего. Соединим прямой точки а ж п ж про¬ 
должим эту прямую до ее пересечения в точке 1 с с перпен¬ 
дикуляром, восставленным из точки сі к линии 31 К Пря¬ 
моугольные треугольники асп ж асік подобны, так как 
ПС ^ йк. Из подобия этих треугольников мы по^іучаем: 
і апс = і пкЛ. Так как угол апс измеряется половиной 
дуги а угол кпЛ, равный ісі^па измеряется полови- 
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НОЙ дуги ап, равной дуге ап^, то іЪпЛ = і апс. Таким 
образом, треугольник кпЛ — равнобедренный я п(і = к(і. Из 
подобия треугольников асп и асік получаем: 

ас : ад; = СП : Лк = СП : йп ( 2 ) 


Из равенств ( 1 ) и ( 2 ) получаем: 


откуда 


ас : ад = — Ьс : Ъд, 
ас ^ Ъс _ 

ад' ьа~ ~ 


ЧТО и требовалось найти. 

Если мы имеем на плоскости пучек лучей, нересекаіоіцихся 
в одной точке О (рис. 167 ), то мы можем принять два из 



таких лучей за постоянные'и, вообще, положение каждого луча 
в пучке определить в виде отношения, аналогичного ранее 
полученному нами для определения положения переменной 
точки с на прямой, при постоянных аяЪ, Положение четырех 
лучей мы также можем определить двойным отношением. Для 
получения такого отношения пересечем пучек прямых про- 
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нзвольной прямой МN, не проходящей через точку О, при¬ 
чем эта лшния пересечет данные четыре луча в точках а, 
с и й. ІІусть іаОс = а, /. /> Об* = /3, іа 0(1 = у и іЬОсІ = д. 
Из соответственных треугольников мы получаем по формуле 
синусов: 




Ъс вт р : 8ІП [оЪа) Ь й- віп д : 8Іп (о Ъа) 


Отсюда получаем двойное отношение: 


ас ай 8ІП а ^ віп у 
Ъс ' Ъй 8ІП * віп ^ 


(3) 


Так как правая часть уравнения содержит только угловые 
величины, не зависящие от положения линии ЖІѴ, то двой¬ 


ное отношение: 


81 П а 8111 у 
8ІП Р * 8ІП 


будет зависеть только от взаимного расположения лучей 
пучка. 

Проведем через точки а, Ь, с и с? прямой 31N четыре 
луча, пересекающихся в точке О'. Из уравнения (3) находим: 


ас ^ ай _ 8ІП 8Іп / 


Ъс' Ъй 8Ш 1^' * 8ІП д' ’ 


где 


а=іаО'с^ (і' = ісО'Ъ, у'=іаО'(і и д' = іЪО'сІ. 
Таким образом: 


81 П а 81 П у 81 П а ^ 81 П у 


віп /5 ‘ віп ^ віп р' * віп 


Из этого МЫ заключаем, что двойное отношение синусов 
углов между четыры^ія лучаічи не изменится, в какой бы 
точке ни пересекались 4 луча, проходящие через определен¬ 
ные точки а, Ь, с и й данной прямой ЗІК. В этом случае 
совершенно безразлично, будут ли лучи, пересекающиеся в 
точке О, лежать в одной плоскости с лучами, пересекающи- 
гася в точке О', или не будут. Мы всегда получим одну и 
ту же величину двойного отношения, если только проведем 
лучи через те же самые точки прямой МN. 
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Положим теперь, что лучи Оа, Об, Оси О Л представ¬ 
ляют собою линии пересечения с плоскостью (рис. 167) пучка 
плоскостей, пересекающихся в о;ілой прямой, перпендику¬ 
лярной к плоскости рис. 167 и пересекаюідей эту плоскость 
в точке О. В таком случае, двойное отноіиение будет пред¬ 
ставлять собою отношение синусов 
двугранных углов между плос¬ 
костям пучка. Это отношение, на 
основании уравнения (3), будет 
таким же, как и для случая четы¬ 
рех лучей. Если мы возьмем 
(рис. 168) на линии пересечения 
четырех плоскостей О О' какую- 
нибудь точку О' и проведем из нее 
лучи, проходящие через точки а, с в. сі прямой ЖІѴ, то 
снова получим ту же самую величину для двойного отно- 
інения синусов углов между лучам О'а, 0'&, О'с и О'Л, 

Из теории строения кристалжческого вепі;ества мы вывели 
два закона, называемые основными законам геометрической 
кристаллографии, а именно закон рациональности отношений 
параметров, или закон Гаюи, и закон зон, или закон Вейсса. 
Как мы видели, оба эти закона вытекают, как необходимое 
следствие, из ретикулярной теории строения кристалли¬ 
ческого вещества. 

Допустим, что пучек лучей, пересекающихся в точке О, 
будет представлять собою возможные ребра кристаллического 
комплекса, а точки а, 6, с и й прямой — некоторые гомологи¬ 
ческие точки пространственной решетки. При таком допу¬ 
щении мы можем, на основании закона Гаюи, вывести заклю¬ 
чение о рациональности двойных отноіпений синусов углов 
между возможньош ребрами, а применяя только что изло- 
;кенные рассуждения о плоскостях и двойцых отнопрениях 
двугранных углов, придем к выводу о рациональности двой¬ 
ных отношений между синусами дву ранных углов, образуе¬ 
мых возможным гранями кристаллического комплекса. 

В самом деле, если МN — прямая, проходящая через ряд 
гомологических точек пространственной решетки, то каждый 
отрезок ас, Ьс, с Л и. т. д. будет представлять собою некото- 
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рое целое число промежутков, соответствуюлщх этому ряду, 
а потому двойное отиошение ^ должно быть отноиіе- 
нием целых рациональных чисел. 

Закон рациональности двойных отношений служит обоб¬ 
щающим ана.іитическим выводом из законов Гаіои и Вейсса, 
и является общим математическим выражением этих законов, 
введенным в кристаллографию Гауссом. 

2. РАЗВИТИЕ 1ЮМП,таКСА. 

Для определения кристаллического комплекса, вообще го¬ 
воря, необходимо иметь в качестве данного некоторый кри¬ 
сталлический сфеноид, друіими словами, необходимо и доста¬ 
точно иліеть для полного определения какого угодно кри- 
стал.тческого комплекса, всего 4 і рани, расположенные друг 
относительно друіа так, чтобы ребра их взаимного пересе¬ 
чения не были параллельны друг другу. 

Ес.іи нам дан такой кристаллический сфеноид, то мы мо¬ 
жем, рассматривая его с точки зрения теории структуры, 
сказать, что у нас имеется, в качестае данных, четыре плос¬ 
ких сетки просаранственной решетки и 6 рядов юмологи- 
ческих точек, определяемых линиями пересечения этих 
плоских сеток. С друіой стороны, мы видели, что для пол¬ 
ного определения пространственной решетки необходимо 
иметь всего только три направления (ряда гомологических 
точек) этой решетки, причем относительные длины промежут¬ 
ков рядов должны быть таіике известны. Для того, чтобы 
получить возможность опреде.іить эти относительные длины 
промежутков рядов, мы и должны знать положение четвертой 
плоскости, пересекающей все три данные ряда. Имея кри¬ 
сталлический сфеноид, мы можем принять три из его шести 
ребер за главные определяющие направ.'іения пространствен¬ 
ной решетки, т. е. за іри сопряженные ряда іюмолоі ических 
точек, и построить на этих рядах параллелепипед, в свою 
очередь определяющий данную пространственную решетку. 
Таким образом, для определения всех возможных іраней и 
ребер, достаточно иметь всего 4 грани комплекса, не пере- 
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секаіоііщеся по три в параллельных ребрах. Эти четыре 
грани могут или образовать непосредственно кристалли¬ 
ческий сфеноид, или четырехгранную пирамиду, ес.т только 
все они будут пересекаться в одной точке. 

Если нам даны четыре грани кристалла, образу юіцие че¬ 
тырехгранную пираі\тду аЬсоЛ, (рис. 169) то, продолжив 
грани псо и аЪсІ^ получим трехгранный угол а айо. Оста¬ 
вив па месте все грани и переместив пара.ілельно самой 
себе грань асЪ до тех пор, ^пока точка а не совпадет с 
точкой а, получим опять сфепопд аа о удовлетворяющий 
всем условиям для полного определения данного кристалли¬ 
ческого комплекса. 



Рис. 169. 


Рнс. 170. 


Проведем (рис. 170) через ребро а а данного сфеноида 
аа оЛ плоскость параллельную ребру ой\ через ребро 

проведем плоскость \ ребру о!о\ через ребро оа — 

плоскость ох^ах^ || аѴ^и. т.д. В результате такого построения, 
получим параллелепипед ах^а^д^х^ох^. Так как каждая і'рань 
кристал.тгического С(1)еноида будет представлять собою неко¬ 
торую плоскую сетку пространственной решетки данного 
комплекса, то все ребра сфеноида, а также и все ребра 
построенного вышеуказанным способом параллелепипеда 
ах^ауЛх^ох^, будут определенными рядами гомологических 
точек пространстаепной решетки того же кристаллического 
комплекса. 

Ес.іи предположить, что ребра построенного параллеле¬ 
пипеда будут тремя сопряжениыіѵт рядами пространствен¬ 
ной решетки, то мы мол^ем три таких ребра ох^^ ох^ 
іі ох^ (рис. 170) принять за кристаллографические оси- 
а отношение расстояний ох^\ох^\ох^ за отношение единич¬ 
ных отрезков по таким осям. Сделав такое допу, 

14: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ б 
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Бдение, мы можем рассматривать построенный параллелепи¬ 
пед, как один из элементарных параллелепипедов простран¬ 
ственной решетки, лежавшей в основе строения данного кри- 
стал™ческого вещества. При таком соотношении, мы назы¬ 
ваем данный сфеноид основным, причем для грани аа Л 
данною сфеноида получаем символ (111). Б самом деле, 
грань а а'о? параллельна диагональной плоскости по¬ 

строенною параллелепипеда, а так как эта плоскость имеет 
символ (111), то и грань аасі должна иметь тот же са¬ 
мый символ (111.) Точно так а;е остальные грани сфе¬ 
ноида получат следующие символы: а а'о — (111), аоЛ — {ііі) 
и а оЛ — {111), Построив параллелепипед ах^а І'^х^ох^, мы 
будем иметь возможность определять символы какой угодно 
грани и ребра данного кристаллического комплекса, на осно¬ 
вании закона Гаюи, зная отношение: 


ох^ : ох ^: ох^ = \ \с. 


В самом деле, всякая возможная грань данного кристалли¬ 
ческого комплекса, отсекающая на кристаллоірафических 
осях отрезки и ад, должна удовлетворять условию: 


где і>і, Я 2 ® “ целые рациональные числа, представляю¬ 
щие собою индексы символа данной ірани С 

другой стороны, имея, в качестве данного, кристаллический 
сфеноид аа оЛ,, мы можем всегда построить любую грань 
данного кристаллического комплекса. 

Примем плоскость, параллель- 



т 


Рис. 171. 


ную грани аа й основного сфе¬ 
ноида и не проходящую через 
точку о, за плоскость проекций, 
а точку о за центр пучка. При 
таком предположении получим 
линейные проекции (рис. 171) 
трех ребер сфеноида оа, о а и 
ой ъ вил;е точек а, а' и й, а 
линейные проекции кристалле- 
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графических осей в виде точек и ггд. Определяя сим¬ 

волы этих ребер, получим те обозначения, которые указаны 
на рис. 171. 

Так как каждые два возможные ребра определяют не¬ 
которую возможную грань, то и прямые а а', ай и ай, 
нроходяпще через линейные проекции двух ребер, бу¬ 
дут представлять собою линейные проекции возможных гра¬ 
ней кошлекса. Точно так же и линии х^х^^ х^х^ и х^х^ 
будут линейны™ проекциями граней. Проведем прямые 
ах^, ах^ и йх^. Эти прямые также будут линейны™ про¬ 
екциями возможных граней, а точка их пересечения о будет 
линейной проекцией ребра их пересечения. Мы видим из 
рис. 171, что символ ребра а получается сложением соответ¬ 
ственных индексов символов ребер х^ ж х^\ точно так же 
символы ребер а' и б? получаются путем сложения символов 
ребер бГз и ^2 5 ® ^2 • таюке можем получить и символ 

ребра, представленного в линейной проекции точкой о, сло¬ 
жив символы ребер х^ и а или х^ ж а, а также х^ и й. 
Кроме ТОГО, тот же символ мы можем получить, сложив сим¬ 
волы трех ребер х^, х^ ^ х^. Во всех этих случаях мы 
получим один и тот же символ ребра о —[111]. 

При всех только что изложенных операциях мы дол;кны 
были пользоваться тем общим свойством каждого кристалли¬ 
ческого комплекса, что каждая плоскость, проходящая через 
два возможных ребра данного комплекса, является его воз¬ 
можной гранью, т. е., другими слова™, мы каждый раз при- 
і меняли закон Вейсса, утверждающий, что каждая грань есть 
I плоскость ребровой зоны. 

Если бы мы приняли точки а, а, й, х^, х^^ х^ за гно- 
монические проекции граней соответствующих символов, то 
Iлинии ах^, ах^, йх^ представили бы собою гномонические 
1 проекции ребер пересечения соответствующих граней, а 
: точка о пересечения этих линий стала бы гномонической 
іпроекцией грани (111). 

При проведении линий ах^^ а х^, йх^ мы находим, кроме 
) общей точки их пересечения о, еще точки е, д ж І' пересе- 
ічения этих линий с линия™ аа, ай и ай. Символы этих 
точек (рассматриваемых, как линейные проекции возможных 

б* 
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граней) будут: е — (211), /*— (121) и ^ — (112). .Эти символы 
выведутся путем сло^кения символов точек а ^ й или я о; 
а я й или я о\ а я а или х^ и о. Если точки п^а ... % 
мы будем считать гномоническими проекциями граней, то 
каждую из прямых, проведенных на рис. 171, мы можем 
рассматривать как геометрическое место гномонических про¬ 
екций граней, принадлежащих одной и той же зоне. 

Таким образом, мы опять возвращаемся к закону Вейсса. 
В виду возможности указанных выше построений, ічы всегда 
можем, как говорят, развить кристаллический комплекс, т. е. 
получить проекции какого угодно числа граней данного козі- 
плекса, действуя указанным способом. 

Имея точки а, а\ х^^ х^^ х^, о, е, /", мы можем продол¬ 
жать развитие комплекса граней в гномоішческих проекциях, 
соединяя прямыми точки х^ я х^ а точкой е\ х^ я х.^^ с точ¬ 
кой д\ х^ я х^ с точкой /*. Проведя эти прямые, мы найдем 
гномонические проекции граней того же комплекса в виде 
точек пересечения вновь проведенных линий с линиями, про¬ 
веденными ранее. Символы вновь найденных граней будут 
опять получаться путем сложения символов граней, гномони¬ 
ческие проекіши которых будут лежать по обе стороны от 
найденной проекции и в той же зоне. 

Такое определение символа грани, проекция которой 
найдена развитием комплекса, возможно только в том случае, 
если развитие произведено последовательно, исходя из гра¬ 
ней, имеющих такие символы, в которых хотя бы один из 
индексов был равен нулю, причем, как мы увидим дальше, 
грани с таким символами непременно будут входить в со¬ 
став каждой ЗОНЫ. Такие грани называются исходными для 
развития зоны, а само развитие называется правильным. 

3. ЗОНАЛЬНЫЕ СИМВОЛЫ. 

Для нахождения исходных граней данного пояса, в случае 
кристаллических комплексов кубического типа сті)оения, мы 
должны воспользоваться уравнением: 

+Р-2Г^ +РЗ>'3 = О’ 


( 1 ) 
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где р — индексы символа некоторой грани, принадлелшцей 
определенной зоне, а г — индексы оси данной зоны. 

Прежде всего заметим, что из уравнения (1) выводится 
следующая теорема. 

Если две грани ^ принадлежат одному 

и тому Лѵе поясу, ось которого имеет символ [г^ГзГд], то 
всякая грань, индексы символа которой могут быть получены 
суммированием соответственных индексов символов этих 
двух граней, будет принадлежать к тому же поясу. 

В самом деле, ес.іи ірани {ріР 2 Ръ) и {р\Р 2 Р^ принадле¬ 
жат однохму и тому же поясу, ось которого имеет символ 
то, на основании уравнения (1), мы, для данного слу¬ 
чая, имеем два уравнения: 

РЛ + + Р»Гз = о (I) 

р[г^ О- (II) 

Умножив уравнение (I) на некоторое целое число т, а 
уравнение (11) также на целое число п, и сложив получен¬ 
ные уравнения, находим: 

(трі + пр[)г^ + (тр^ + пр^)г^ + (тр^ + пр^)г^ = О. (Ш) 

Приняв, в этом последнем уравнении, ве.іичины, стоящие в 
скобках, за индексы символа грани, увидим, что теорема до¬ 
казана. 

Заметим, что какой бы пояс граней кристаллического 
комплекса мы ни взя.ги, этот пояс непременно пересечет 
пояса [100], [010] и [001], которые мы будем называть глав¬ 
ными. В обще:м случае, в состав каждого взятого пояса 
будут входить три пары возможных граней, имеющих один 
из индексов символа равным нулю. Вот именно эти-то грани 
мы и можем принять за исходные для развития данного пояса. 

Ес.іи данный пояс будет одним из поясов [100], [010] 
или [001], то все. без исключения і’рани такого пояса будут 
иметь один из индексов символа равным нулю, а кроме 
того, в состав такого пояса непременно войдут две из гра¬ 
ней (100), (010) и (001). В таком случае, за исходные для 
развития пояса мы можем в.зять именно эти последние грани. 
Символ ОСИ такоію пояса будет состоять из единицы с двумя 
нуля™. 
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Другой ВОЗМОЖНЫЙ случай будет тот, когда данный пояс 
пересечет два главные пояса в одной грани. В этом случае 
такая грань может быть только (100), (010) и.іи (001). Кроме 



того, в состав такого пояса войдет еш;е одна пара граней, 
имеющих один из индексов сиі^івола равным нулю. В этом 
случае, мы принимаем за исходные для развития пояса: 1) одну 
из граней с символом, состоящим из одной единицы и двух 
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нулей и 2) грань с таким символом, в котором один из ин¬ 
дексов равен нулю. Символ оси такого пояса будет непремен¬ 
но иметь один из индексов равным нулю. 

Все вышеизложенные соотношения могут быть чрезвычайно 
просто выведены из уравнений (I) и (II), а также делаются 
непосредственно очевидными при рассмотрении рис. 172 , 
представляюш;его собою гномостероографическую проекцию 
граней кубически-изотропного козшлекса, символы которых 
состоят из индексов с числа™ не больше 4 . 

Рассмотрим теперь случай развития ребрового пояса. Как 
мы знаем, ребровой пояс представляет собою совокупность 
возможных ребер, находяідихся в одной и той же возмолшой 
грани данного кристаллического кошлекса. Для определения 
положения каждоі’о ребра, принадлежащего данному ребро¬ 
вому поясу, необходимо знать взаимное положение и символы 
трех каких-нибудь ребер этого пояса. 

Передвинем все ребра данного пояса в его плоскости па- 
ра.ілельно са™м себе до тех пор, пока они все не пройдут 
через одну и ту ;ке 
точку о этой плоскости. 

Примем эту точку о за 
начало осей (рис. 173 ), 
а некоторые два воз¬ 
можных ребра и 
того же пояса за эти 
оси, которые мы назо¬ 
вем зональными осям 
данного пояса. Так 
как все ребра пояса 
находятся в одной 
плоскости, то нам со¬ 
вершенно достаточно 
знать положение двух зональных осей и отношение еди¬ 
ничных отрезков по этим осям, чтобы опредежть положение 
и символ всякого возможного ребра, лежащего в той же 
плоскости. Если ребра х^ и х^ будут такими ося™, то они 
получат зональные символы [10] и [01]. 
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Для определения отношения единичных отрезков по двум 
взятым зональным осям, мы должны будем принять епі,е третье 
ребро, например, ребро о а за некоторое известное направ¬ 
ление т. е. приписать этому ребру оп|)еделенный зональный 
символ, припишем такому ребру символ [11]. У нас имеются 
теперь ті)и, совершенно определенных относительно друг дру¬ 
га, направления, два из которых и могут рассматриваться 
как стороны некоторого параллелограмма, диагональю кото¬ 
рого служит ребро |11]. Отложим некоторый произвольный 
отрезок ох^ на ребре |10] и проведем из точки х^ прямую 
х^а\ох<^ до пересечения х^а реб])Ом [11] в точке а. 
Проведя ах^ || ох^, получим параллелограмм ох^ах^^ в кото¬ 
ром отношение ох ^: ох^ равно отнопіению единичных отрез¬ 
ков по выбранным нами двум зональным осям [10] и [01]. 
Построенный нами параллелограмм мы можем рассматривать, 
как геометрическую модель элементарного параллелог])амма 
данной плоской сетки пространственной решетки, так как 
отношение ох^:ох^ пропорционально отношению промежутков 
рядов по ох^ и ох^. Такая модель, с геомет])ической точки 
зрения, будет обладать всеми свойствами данной плоской сет¬ 
ки, если только мы примем точки пересечения прямых (рис. 173 ) 
за гомологические точки плоской сетки. Определив, таким 
образом, данную плоскую сетку, мы молѵем пості)оить любое 
возможное, ле;каш;ее в ней, ребро. Для этого необходимо 
только знать символ ребра, выраженный по отношению к двум 
выбранным зональным осям данного пояса ребер. 

Положим (рис. 173 ), нам дано ребро, имеющее зональный 
символ [ 13 ]. Для построения этого ])ебра, на оси [10] от¬ 
кладываем единичный отрезок ох^; проводим .іинию, парал¬ 
лельную оси ох^, на которой откладываем отрезок х^Ъ = Ъох^, 
Соединив точки о и &, находим направление искомого 
ребра оЬ. 

Аналогично поступаем и для нахождеішя полол;ения ребра, 
какого угодно зонніьного сшівола \р^\. 

Ес.т нам даны три ребра с зональными символами 
[Ѵ\Я.\\ [і^2^2] между индекса™ этих символов 

будет всегда супщствовать определенная связь, которая может 
быть представлена следующими уравнениями: 
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^1^1 + ^2^2 + ^ъРг = О 
+ «2 ^2 + % Й = ^ 

как это следует из указанных уже выше свойств символов 
граней комплекса. Так как у нас имеется всего два урав¬ 
нения, причем, приняв за неизвестные ^2 и ад, мы будем 
иметь три неизвестных, то ясно, что эти уравнения мы 
всегда можем решить однозначно, поставив условие,- чтобы 
ар 0.2 и ад бььт целыми положительными или отрииательными 
числами, не имеющими общего делителя. Таким образом, при 
решении этих двух уравнений нам достаточно получить отно¬ 
шение выраженное в виде отношения трех це¬ 

лых чисел. При таком условии, реіпение двух данных урав¬ 
нений сводится к нахождению миноров детерминанта: 

1 1 1 \ 

1\ І>2 Ръ ' 

, \ <1і Ь Яь \ 

разложенного по первой строке. Найдя эти іѵшноры, мы 
получим следующее решение уравнений: 

^ РіРь \РъРі\ \РіРі 

: : I = а^'. а,. 

; Я 2 Яъ і ЯъЯх \ і Ях Я 2 

При таком решении мы можем иметь два случая: 

1 ) Все три минора будут иметь один и тот ліе знак. 

2 ) Один из миноров будет иметь знак, обратный знакам 
двух других. 

В нервом случае необходимо перезіенить знаки индексов 
зонального сиі\івола одного из ребер на обратные, т. е. взять 
другое направление этого ребра. Сделав это, мы опять при¬ 
дем к второму случаю. В этом втором случае вопрос решает¬ 
ся непосредственно. В самом деле, пололшм =. 
и аз = —Ьд. В таком случае, вставив в уравнения вместо 
а^, аз и ад найденные величины, получаем: 

\Рі + - Ъ^Рз = О 

ЬіЗі + ^22'2-^3^3 = 0 
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Из ЭТИХ равенств находим: 

Ъ,]?і + ЬзР2 = 

Ьі Ь.2(І2 ~ ^3 З'з 

Из этих последних двух равенств мы заключаем, что ребро 
[і^з^зі находится в угле меньшем 180® между ребрам [РіЗ'іІ 
и [РіЧіѴ 

На основании указанных рассуждений, мы легко мо;кем 
найти графическим путем направление зональных осей [10] 
и [01] данной плоской сетки. Для этого (рис. 174) отклады¬ 
ваем произвольный отрезок ос^ на ребре из кониа 

этого отрезка проводим прямую, параллельную ребру \р 2 ^ 2 \-> 
до пересечения в точке с ребром І^з^з І. Возьмем отно¬ 
шение причем и будут целым числами. От¬ 

ложим на линии [і^з^з] отрезок осд, равный — по отношению 

К длине ос^. Отложив такой отрезок на линии соедиішм 
прямой точки и Гд и проведем через точку о прямую о 
Прямая ох^ и будет зональной осью [10]. Чтобы найти 
единичный отрезок по этой оси, разделим ох^ на равных 

частей и возьмем оп = ^ , равную одному такому делению. 
Ъ е 

Возьмем отношение 7—- = -^ и отложим на линии [^^з 

отрезок ос^ равный по отношению к длине ос^. Соеди- 
^2 

ним прямой точки и С4. 

Проведя прямую ох^ || найдем направление зональной 
оси [01]. Газдетм отрезок оси 0 X 2 межгу точкой о и точкой 
пересечеішя этой оси с линией на равных частей и 

возьмем = Отношение оп\оп^ будет соответствовать 

отношению единичных отрезков по зональным осям [10] и [01]. 
На чертеже взят пример трех ребер с зональными символам: 

= [31]- [і^2?2] = [23] и = [85]. 

Положим, плоскость рисунка 175 есть грань некоторого 
ребрового пояса. Проведем в этой плоскоста прямую МН, 
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не проходяБі;ую через точку о пересечения ребер пояса, и 
параллельную ребру [01]. Ііусть эта прямая МN пересечет 
ребро [10] в точке а, а ребро [11] в точке с. Если мы 
примем отрезок о а за единичный для исходного ребра [10], 
то для получения единичного отрезка, т. е. промежутка ряда 
по ребру [Л], по вышеизложенному способу, необходимо по¬ 
строить параллелограмм, проведя через точку а жниіо, парал¬ 
лельную ребру [01], т. е. линию МN^ и через точку с про¬ 
вести линию II ребру [10]. Тогда ѳс будет представлять 
собою промежуток ряда для ребра^^[11]. 


о 



Рнс. 174. ' Рпс. 175. 


Если МЫ ХОТИМ построить ребро [21], то нам, по выіпеопи- 
санному способу, необходимо отложить по направлению ребра 
[10] от точки о отрезок = 2оа и через точку провести 
прямую II оЬ, отложить на этой последней линии отрезок 
= а г,, т. е. единице по ребру [01], и соединить точку о с 
точкой с\. Направление осі^ и будет искомым ребром сим¬ 
вола [21]. 

В виду параллельности линий асиа^г/^, треугольники о6?^ 

7 ^ ай оа 

ж аса подобны и следовательно = — или, принимая во 

внимание, что а оа = 1, получаемая : аб? == 2 : 1. 
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Вообіце, если мы будем, пользуясь вышеизложенным мето¬ 
дом, строить разжчные ребра пояса, то мы каждый раз будем 
получать определенное отноіиение между' отрезком прямой 
от точки а до точки пересечения данного ребра с этой 
прямой и отрезком ас. Это отношение будет соответствовать 
символу того ребра, которое мы строим. Таким образом, для 
ребра символа \'р^\^ пересекаюіцего линию МВт точке 


а 

по.іучаем: ас:ае = откуда ае = ^ • ас. 

Совершенно аналоппто мы можем вывести заключение, 
что отрезок на .іинии параллельной ребру [10] и 
проходяіцей через точку с ребра [11], будет находиться в 
определенном отношении к отрезку в зависимости от 
символа ребра, пересекаюіцего линию Р^ в точке е^. Это 
отношение выразится следующим образом: Ъс : Ъе^ ^ 


откуда: 


йе, =^Ъс. 
а 


Из этих соотношений выводим простой 


способ построения ребер данного пояса по их зональным 
символам, если известны положения трех исходных ребер 
этого пояса [10], [01] и [11]. Д.ія построения ребра сим- 
во.іа [^^1 проводим (рис. 175 ) произвольную .іинию МN, не 
проходящую через точку о и параллельную ребру [01]. Отре¬ 
зок ас между точками пересечения .іинии МN о ребрами 
[10] и [11] де.іим на р равных частей и от точки а оіж.іа- 
дываем ^ таких частей. Получаем точку е. Соединив эту точку 
с точкой о, получаем направ.іение данного ребра \р^\ Точно 
такое лге построение мы можем сделать, проведя линию Р ^ 
параллельно ребру [10]. В этом случае, отрезок Ъс мы должны 
раяде.іить на д равных частей и от точки Ъ отложить р та¬ 
ких частей. По.іучаем точку соединяя которую с точкой 
о, находим направление данного ребра [рд\- 

До сих пор мы рассматривали построение ребер в самом 
ребровом поясе, т. е. в п.іоской сетке, соответствующей этому 
поясу. Все способы построения останутся теми же самыми, 
если мы будем производить такие построения в плоскости 
.іинейных и.іи гномонических проекций этого ребрового пояса. 
В самом деле, из рассмотренных уже ранее свойств двойных 
отношений, мы можем вывести закіючение о такой возмолг- 
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ности производить аналогичные построения, имея линейную 
или гномоническую проекцию данного пояса ребер. Кроме 
того, те же самые построения мы можем применить и для 
развития пояса граней, имея их ітіомонические или .чинен¬ 
ные проекции. 

Онреде.іим теперь соотношение, которое можно установить 
между зональными символами и обычными и.т комплексиа.іь- 
нЫіУги символами ребер. Мы ул^е упомина.т, что за исходные 
ребра, для развития пояса, мы будем принимать те ребра, 
которые имеют в составе своих индексов нуль. Если грань 
ребрового пояса будет иметь символ то ребра этого 

пояса будут те, индексы символов которых удовлетворяют 
уравнению = О. 

Принимая последовательно и равными нулю, 

найдем: р^г^ + Откуда = :р^ т. е. символ 

ребра, имеющего первый индекс нуль, будет: [0,кр^,]ср2]^ где 
к — коэффициент пропорциональности, т. е. некоторый мно¬ 
житель, превращающий р^ и ^>2 взаимно простые числа. 

Для ребра, имеющего второй индекс символа равным ну.чю, 
получаем: р^г^ + Рз'^'з ^ ^•> откуда: 

П • ^3 = Рз -Рі- 

Следовательно, символ этого ребра будет: 

[1с р^, о, 1с р^]. 

Наконец, точно так;ке получаем: 

[Г^2,7с'>1, о]. 

Если Рі,Р 2 и р^ попарно не имеют общих множителей, то 
коэффициенты к = 1с = к" = 1. В противном случае, некото¬ 
рые из этих коэффициентов будут дробью, у которой чис¬ 
литель 1, а знаменатель — обнщй множитель для соответ¬ 
ствующей нары индексов символа ребра. Приняв ребра 

[(У,1ср^,1ср^1,, \1с'р^,0,Ъ’ Рі\ и [к" р^, Ур^,0] 

за исходные для развития пояса, мы можем приписать двум 
из этих ребер символы [10] и [01], а третьему — зональ- 
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ный СИМВОЛ [11], соблюдая условие, чтобы конец ребра, 
имеющий символ [11] лежал мелгду концазіи ребер [ 10] и [01]. 

Можно легко доказать теорему, что каждое ребро пояса, 
грань которого имеет символ будет иметь символ 

одной из трех возможных комбинаций: 

п [О, /с ^3, + т [к' ^3, О, к' р^’\ 

или п [^'_Р8, 0,к'р^] + т 0] 

или, наконец, п [О, к к р.2\ + б)]. 

Таким образом, зная р, мы всегда моліем найти пололгение 
данного ребра, разлагая его символы на одну из трех воз¬ 
можных комбинаций и приняв во внимание выведенные 
выше равенства, определяющие символы ребер 

[0,/с^зД'і?2], и 

Ес.іи мы припишем ребру [О, кр^.кр^] зональный символ [11], 
а ребру [/ь'^з, О, А:'^і] зональный символ [01], то ребро 
\к" Р 2 ,к" Рі,0\ получит зональный символ'[10]. Отсюда легко 
сделать общий вывод, что т ж п будут теми же самыми 
]ѵтолштелями и для зональных символов, как и при ком- 
плексиальных, т. е. в зональных символах мы будем иметь 
полное соответствие с комплексиальными. В виду этого, мы 
всегда молгем превратить комплексиальный символ в зональ¬ 
ный и обратно. Для такого превращения, при принятом выше 
обозначении, необходимо только отбросить первый индекс сим¬ 
вола каждого ребра и принять кр^==^кр2 = к'р^ = к'' 2 \ = 1* 

Сделав такие допущения, мы моліем получить зона.і[ьные 
символы для какого угодно ребра данного пояса и по зональному 
символу ребра определить еіо кошлексиаліэный и обратно. 
Такие определения могут быть сделаны на основании сле- 
дующих, непосредственно вытекаюіцих из всего только что из- 
ложенного, соотношений. 

Комплексиальный символ ребра [г^г^г^ превращается в 
зональный [щ п ш], если 

і’іЧ} = [тЬ'Рг, пкрз, пкр^ + тк'р^], 

или в случае, если 

тИ'р^, 

ТО тот же символ превращается в зоналг>ный [ш п\. 










Зональные символы 


79 


Наконец, если 

[П ^2 ^з] = Л ’ ^ ^ ^3 + ^ ’ 

то комплексиальный символ ребра превратится в зональный: 
[п + т, п]. 

Таким образом, для определения зонального символа 
данного ребра, мы должны, прежде всего, в точности 
установить комнлексиальные символы исходных ребер и 
приписать им соответствуіоіцие зональные символы. Кроме 
того, необходимо выяснить отношение комплексиального 
символа данного ребра к комплексиальным символам исход¬ 
ных ребер. 

Как мы видели, в обіцем с.ігучае, в каждом ребровом поясе 
имеются три ребра, в символах которых один из индексов 
равен нулю. В частном случае, мы имеем некоторые ребро¬ 
вые пояса, в которых: 

1) Имеются только два ребра с индексаіѵш символов, рав¬ 
ными нулю. В этом случае одно из таких ребер имеет сим¬ 
вол с двумя индексами, равными нулю, а другое ребро имеет 
символ с одним индексом, равным нулю. 

2) В данном ребровом поясе все символы имеют одни ин¬ 
декс равным нулю, а два ребра имеют символы с двумя ну¬ 
лями в качестве индексов этих символов. 

В первом случае за два исходных [10] и [01] мы можем 
принять ребра с символами, содержащиаш в виде индексов 
нули, а за ребро с зональным символом [11] принять то ребро, 
символ которого получается путем сложения индексов сим¬ 
волов ребер, принятых за [10] и [Оі]. 

Во втором случае мы можем прямо отбросить тот индекс 
символа, который для всех ребер пояса равен нулю и, таким 
образом, получим непосредственно зональные символы для 
каждого из ребер пояса. 

Все эти соображения относительно зональных символов 
ребер мы можем целиком применить и к зональным симво¬ 
лам граней. 
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4 . ЗОНАЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ. 

При рассмотрении свойств двойных отношений мы видели, 
что в случае пересечения четырех лучей пучка о (рис. 176 ) 


произвольной прямой МN, мы 
можем выразить взаимное распо- 



лоліение лучей пучка при по¬ 
мощи двойного отношения. Если 
мы примем за постоянные .т)^чи 
оа и и обозначим: 


и аос = / 3 , і Ъос = у, 
і аоА = X, і Ъосі = ^ 



то двойное отношение получит 


вид: 


Рис. 176. 


віп 1? 8ІП Ж ас а (і 

8ІП у * 8ІП ^ Ъс ' Ъй 


Если взятые нами лучи будут представ.мть собою 4 ребра 
некоторого пояса ребер кристахтического комплекса, то, на 
основании закона рациональности двойных оітіошений, мы 
должны будем вывести закіючение о том, что отношение 


ас ^ ай 
Ъс ' Ьй 


будет отношением некоторых целых рациональных тасел. 

Мы уже видели раньше, что при изменении положения 
прямой МN двойное отношение не меняется. Пересечем 
наш пучек четырех ребер прямой шп, параллельной основ¬ 
ному ребру оЪ. В таком с.іучае, двойное отноіпение по.іучит 


вид: 


віп /5 8ІП д; ас ай' 

8ІП у * 8ІП (5" ОО * ОО 


ас 

ай' 


Если мы припишем ребру оа зональный символ [10], ребру 
оЪ — зональный символ [01], ребру ос — зональный сим¬ 
вол [11] и ребру оЛ — зональный символ [рд]^ то, как мы 
видели раньше, ас : ад! = р : д. 
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Следовательно: 


8ІП в 8ІП X 

8Ш у 81П (5^ ^ ^ 


Заметив, что угол д = а — х и угол у = а — получаем: 

8ІП ^ 8ІП X ^ X . N 

8ІП (а — /?) * віп (а — х) Р ' ^ ^ 

Сделав соответственные преобразования этой формулы, 


Для того, чтобы придать формуле (А) вид, удобный для 
логарифмирования, примем: 


8ІД Р _ 1. == г 

8ІП {а — р ё ^ • 

Сделав такое допущение, находим: 





откуда 




или, наконец: 



Формулы (I) и (II) слу¬ 
жат для вычисления угла 
между ребраіѵт [іо] и 



[р ^\ в данном поясе, / 

если известны углы / \ \\ 

[10|:[11] и [01]: [10]. / \ \\ / 

Положим, нам дан ну- , / , \ \ \ / 

чек ребер пояса о (рис. У | Г \УЧ 
177). Проведем линию / \ ^ ^ 

М N параллельно ребру \ / \ 

[01]. В таком случае точ- V, \ 

ка а пересечения ребра /\ ^ 

[10] с линией МN раз- / 

делит пополам отрезок / 

€^02 прямой МЖи двой- 

ное отношение при по- УІ 

стоянных оа ж оЪ будет: рис. пт. 

14: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 6 
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віп (аоСз) ^ 8ІП(аоСі) _ ас^ _ ^ 

втфос^ * віп фос^) ас^ 

Таким образом, мы получаем ангармоническое отношение, 
равное 1. Ьто отноівение мы можем выразить в форме: 

віпГѣоСз — ао&) • 8ІП (&о Сі) сі:^(ао&) — сі^(6ос2) ^ 

8Ш (бос^) • ѳіп (аоб— Ъос^) сі^фос^) — сі§{аоЬ: 

ИЛИ 2 (аоЪ) = (Ьос^) + (ЬоСз). 

Обозначив: 

і аоЪ = сс, і Ъос^ = ^ я і Ъос^ = /3^, 
получаем: 2 /3 + сі;§*/3^. (Ш) 

Лено, что эта формула (III) применима только в том слу¬ 
чае, когда отрезок ас^ равен отрезку ас^ я имеет противо¬ 
положное направление относительно точки а. Только это 
условие и ограничивает применение формулы (III), причем 
вовсе нет необходимости, чтобы ребра ос^ и 0 С 2 имели сим¬ 
волы [11] и [11]. То же самое соотношение мы получим и 
для ребер и об^, если только эта отрезки 

направлены в противоположные стороны от точки а. 

Таким образом: 

2 сі^* а = с1^ у + с1§* где у = іЬой^ и у^ = і Ъосі^- 

Заметав, что а^^== мы можем также найти: 

2 с1§* {й^оЬ) = сід {аоЬ) 4- сі^- {с^оЪ ).. 

Проведем через точку прямую шп параллельно ос^ ѵі 
отаетам соответственно буквами точки пересечения ребер 
оа^ оЪ, ос ,. . с этой прямой. 

Треуго.'іьник с^аа^ равен треугольнику оагд, так как 
= ^ 2 »; углы при точке а в обоих треугольниках равны, 
а кроме тоі'о ос^ Ц 

В виду этого, = ос^. Кроме того, как отрезки 

параллельных ос^ и тп между параллельным оЪ ті МN, 
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Таким образом, мы имеем: 

и можем опять полгучить уравнение: 

2 сі^ (С 1 ОС 2 ) = сі§ (с^оа^) + (с^оЪ). 

Комбинируя, соответственным образом, ребра и принимая, 
как данные, ребра различных зональных символов, мы можем 
всеі'да пользоваться для вычис/іений углов уравнением (Ш), 
если только будем соблюдать известную последовательность 
при определении положения ребер. 

5. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПАРАЛЛЕЛОГРАММЫ 
ПЛОСКИХ СЕТОК. 

Каждая плоская сетка пространственной реіпетки пред¬ 
ставляет собою, как мы уже видели, некоторую возможную 
грань данного кристаллического комплекса. 

Если мы возьмем в данной сетке какую-нибудь гомологи¬ 
ческую точку и проведем через нее два произвольных сопря¬ 
женных ряда, принадлежащих той же сетке, то на этих двух 
рядах можно построить элементарный параллелограмм, при¬ 
няв за каждую сторону такого параллелограмма промежуток, 
соответствующий взятому ряду. 

Величина площади такого параллелограмма равна вели- 
тане площади основного элементарного параллелограмма 
данной плоской сетки. Эта последняя величина, постоянная 
и характерная для каждой плоской сетки, может быть наз¬ 
вана ретикулярньгѵі параметром соответствуюнщй грани. 

Положим, нам дана некоторая плоская сетка простран¬ 
ственной реіветки и в ней дка какие-нибудь ряда. Если 
два данные ряда будут сопряженньніи, то, построив на них, 
как на сторонах, параллелограммы, увидим, что внутри та¬ 
ких параллелограммов не находится ни одной гомологи¬ 
ческой точки, причем все эти точки будут расположены в 
вершинах построенных параллелограммов. 

Если два данные ряда не будут сопряженныіуш, то не 
только в вершинах, но и внутри параллелограммов, построен- 

6 * 
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ных на таких рядах, будут находиться гомологические точки 
данной сетки. 

Положим (рис. 178), нам дан параллелограмм оасА, по¬ 
строенный на двух несопряженных рядах оа ^ ос. Такой 



параллелограмм непременно должен содержать, кроме гомо¬ 
логических точек, расположенных в его вершинах, таюке и 
точки, находяідиеся внутри его плоіцади. 

Приняв ряды оа и оЬ за оси координат найдем 

и ^ 2 , числовые координаты точки с. 

Число рядов Ъш ..Ъ^п ..Ъ^р ..параллельных оси 
х^ и пересекаюпщх параллелограт о ас Л, очевидно, равно 
Гз — 1. Отрезок каждого такого ряда, заключенный между 
параллельнылш рядами ос и а^, будучи равен параметру 
ряда о а, должен содержать только одну гомологическую 
точку, которая будет расположена внутри параллелограмма 
оасА. 
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Таким образом, число гомологических точек, содержащихся 
внутри этоі’о параллелограмма, будет ^2 — 1. 

Так как число точек, находящихся внутри взятого парал¬ 
лелограмма оас(і^ зависит только от абсо.тотной величины 
числовых координат и Гз, то эти ве.іичины мы всегда 
берем с знаком 

Пусть т, р, ^ — гомологические точки, расположенные 
внутри параллелограмма о ас Л, 

Ни одна пара таких точек не может находиться на оди¬ 
наковом расстоянии от ос, В самом деле, если бы, наир., ш 
и р находились на одинаковом расстоянии от прямой ос, то 
линия тр оказалась бы рядом, параллельным ос, причем этот 
ряд имел бы промежуток меньше ос, что противоречит при¬ 
нятому условию. 

Если провести через точки ш, щ р ж ^ линии, параллель¬ 
ные ос, то мы получим серию рядов, параллельных ос и на¬ 
ходящихся на равных расстояниях друг от друга. 

Так как число точек, находящихся внутри параллелограшіа 
о а ей, по только что доказанному, равно ^2 — 1, то чис.іо 
полос, заключенных между прямыми рр^, 

параллельньоѵш ос, будет равно Гд. 

Таким образом, отрезок о а будет разделен на равных 

частей и мы получим: ор^ = — где с^ — промежуток 

^2 ^2 

ряда. 

Пусть 5 будет площадь элементарного пара.ілелогра]угма 
оатЬ данной плоской сетки. 

Положим, что ряды ос и 0 ^ — сопряженные, и построим 
на этих рядах параллелограмм ос^/*, который будет также 
элементарным нараллелограшюм нашей плоской сетки. Можно 
.іегко доказать, что плоіцадь оср^ равна площада оашЪ = 8, 

В самом деле, параллелограмм оср^ имеет то лее осно¬ 
вание, как и о а ей, причем высоты этих двух параллело¬ 
граммов различны. 

На основании только что сделанных выводов, мы имеем: 

□ оері^ _ 0 ^ __ 

□ оас(і оа 

где ^2 — числовая координата точки с. 
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С другой стороны: 

□ оатЪ оЪ 1 

□ оассі о&4 ^2 ’ 

откуда: площадь ос^?/’= площади оатЪ = 8^ что и требова¬ 
лось доказать. 

Таким образом, величина площади элементарного парал¬ 
лелограмма данной плоской сетки будет одна и та же, на 
каких бы двух сопряженных рядах мы ни построили такой 
пара.ілелограмм. 

6. ЭЛЕМЕНТАРНЫЙ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД 
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ РЕШЕТКИ. 

Элементарный параллелепипед данной пространственной 
решетки имеет всегда один и тот же об’ем, независимо от 

того, какие три сопряженных 
ряда решетки взяты для его по¬ 
строения. 

Пусть ох^ и ох^ (рис. 179) 
— три сопряженные ряда про¬ 
странственной решетки, приче]\і 
Д.ІИНЫ ол’р ох^^ ох^ представляют 
собою промежутки соответствен¬ 
ных рядов. 

Положим, V — об’ем элемен¬ 
тарного параллелепипеда, по¬ 
строенного на ох^^ ох^, ох^^ 
^ как на данных ребрах. Поло- 
рис. 179. жим, кроме того, что нам даны 

еще три сопряженных ряда 
0 ^ 2 , оа^ той же решетки, причем V' — об’ем элемен¬ 
тарного параллелепипеда, построенного на этих рядах. 

Ясно, что, ес.т оа^ — линия пересечения сетки а^оа^ с 
плоскостью х^ох 2 , причем о — гомологическая точка, общая 
обоим плоскостям, то .тиния оа^ будет рядом гомо.іогических 
точек. 

Пусть 0^5 будет один из рядов, лежащих в сетке а^оа^ 
и сопряженных с рядом оа^. 
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Построим на трех сопряженных рядах 0^5 и о лгд эле¬ 
ментарный параллелепипед. Этот параллелепипед будет иметь 
тот же об’ем Ѵ\ как и параллелепипед, построенный на ря¬ 
дах о «2 и оа^ 

В самом деле, приняв за основание параллелепипеда 
о/ 7 і 6^2 лгд параллелограмм, построенный на рядах ои о< 73 , а 
для параллелепипеда оа^а^п^ — параллелоірамм, построен¬ 
ный на рядах и мы найдем, что площади этих ос¬ 
нований будут равны друг другу, как элементарные парал¬ 
лелограммы одной и той же плоской сетки а^оа^. Вслед¬ 
ствие этого, объемы параллелепипедов, построенных на реб¬ 
рах 0^3 и оа^ будут равны друг другу. 

Пусть, оа^ — ряд пересечения плоскостей оа^а^ и 
а 0^7 — ряд, сопряженный и находяищйся в плоскости 
Параллелепипеды, построенные на сопряженных ря¬ 
дах оа 4 , о « 5 , 0^3 и 0 ^ 4 , < 9 ^ 7 , оа^ опять будут иметь равные 
объемы, как и в предыдущем случае. 

Можно, наконец, заменить ряды 0 ^ 4 , 0 ^ 7 , оа^ рядами ох^^ 
оаг^, так как ох^ и ох^ — два сопряженные ряда плоской сетки 
которая совпадает по своему положению с плоскостью 
х^ох^. Вследствие этого, об’ем элементарного параллелепи¬ 
педа останется тем же, а именно Ѵ\ 

Если сравнить об ем этого последнего параллелепипеда с 
об’емом параллелепипеда, построенного на сопряженых ря¬ 
дах ох^, ох^, ох^, то эти об’емы также будут равны, т. е. Ѵ'= V, 
Это равенство вытекает из того, что элементарные парал¬ 
лелепипеды ох^Х 2 а,. и ох^х^х^ имеют равные основания — 
параллелограммы, построенные на отрезках прямых и 
0 X 2 , равных промелдткам рядов, определяемых этими пря¬ 
мыми. Кроме того, и высоты этих параллелепипедов будут 
также равны между собой, как расстояние между плоскими 
сетками: 0 x^X 2 и ближайшей, параллельной ей. 

В виду того, что об^ем элементарного параллелепипеда 
данной пространственной решетки является постоянным, мы 
можем назвать средним расстоянием между точками решетки 
джну Е ребра куба, об’ем которого равен общему элемен¬ 
тарного параллелепипеда данной пространственной решетки. 
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Приняв такое обозначение, мы получаем V, откуда 


где V -— об’ем элементарного параллелепипеда 


данной пространственной решетки. 

7. РАССТОЯНИЯ МЕЖДУ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ 
ПЛОСКИМИ СЕТКАМИ. 

Пусть 0 ^ 2 , ох^ — три сопряікенных ряда пространсі'- 
венной решетки,^принятых за оси координат (рис. 180). 



о 


Рнс. 180. 


Положим, плоская сетка пересекающая эти коор¬ 

динатные оси в точках «з и характеризуется урав¬ 


нением \ В.Ѵ , г 


Координаты точки будут О, О 


( 1 ) 



9? 
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Положим, промежуток ряда по оси ох^ будет по оси 

ОХ^ — Ш оси ОХ^ - С3. 

Вставив в уравн. (і) вместо х^, х^ и х^ координаты точки 
находим: 

р^х^ = 1 , откуда: . 

Точно также, вставив вместо х^^ х^ и х^ координаты точ¬ 
ки и ад, найдем: 

р^х^' = 1 и р^х^" = 1 . 


В этих последних выражениях: 


= 


X. =- 


и іГо = 


Если мы подставим эти значения в только что выведен¬ 
ные равенства, то получим выражения длин отрезков на ко¬ 
ординатных осях в линейных мерах, причем шнейные еди¬ 
ницы для всех отрезков будут равны друг другу. 

Таким образом, выразив длины отрезков о и оа^ в 
равных линейных мерах, получаем: 


Обозначим: 


Рі 


оа^ = — - : 


оао == — 
^ Ръ 


( 2 ) 


і Х^ОХ^ = Х^х^\ і Х^ОХ^ = Х^Х^’, і х^ох^ = х^х^. 

Двугранный угол, для которого ребром служит ох^^ обоз¬ 
начим двугранный угол с ребром ох^ = и с ребром 
ох^ = Х 3 . Двугранный угол с ребром обозначим через 
9 , с ребром — % и с ребром 

Из точки «3 опустим перпендикуляр а^а на плоскость оа^а^ 
и через этот перпендикуляр проведем плоскости а^аЪ^, 
а^аЪ^ и перпендикулярные к .іиниям ох^^ ох^ііа^а^^ 

Сделав такое построение, получаем: 


і а^\а = Х^\ і а^Ъ^а = Х2] і о^Ъ^а == ф. 

Соединим точку а с о, и прямыми ао, а а изобра¬ 

женные на рис. 180 пунктирными .пиниями. 
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Отношение плоіцадей треугольников оа^а^ и оаа^^ имею- 
п],их равные основания оа^ п разные высоты и аЪ^ бу¬ 
дет равно отношению этих высот, т. е. 

л о ад _ад 

А оаа^ аЬ^ 

Из прямоугольного треугольника а^аЪ^ имеем: 

• аЬз = С08 

Таким образом, получаем: 

л олд 1 

I Л оаа^ 008 ’ 

откуда: Л оаа^ = /\оа^а^ • сов Х^. 

Путем совершенно аналогичных рассуждений получаем: 

Л оаа^ = Л оа^а^ • сов Х 2 и д = Л • сов ф. 

Сложив почленно эти равенства, находим: 

Л оаа^ -Н Л оаа^ + Л а^аа^ = Л оа^а^ • сов Х^ + 

Л • сов Хз -Ь Д (Хз^з • сов ^) = Аоа^ 

На основании подобных же рассуждений можно вывести, 
для плош,ади каждой треугольной грани сфеноида оа^а^а^, 
следуюЕдие выражения: 

Л оа^^з = Л оа^а^ • сов Х^ Л оаз^з • сов X 4“ 

+ А а^аз^з • сов ф, 

откуда: 

А оа^ — А оа^ ад • соз — А оа^а^- сое Х^ ^ 


Лоа^аз^ А оа^^з-сов Хі + Аоаз^з -008X3 +А аз«3 -сов^. 


откуда: 
сов X = 


А оа^ ад — А оа^ • соа Х^ — А оа^ • соз Хд 
А а^ «2 ад 


А оа2аз = А оа^азСов • Хз + Доа^азСов-Хд + А а^ ад ад-сов ф. 
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откуда: 

_ ^ о — Л о аз • соз— Л сов ^ 

С 08 тр — » . 

^ Л а, аз ад 

Л (736/3 = Л оа^а^ • С 08 9 4- Л оа^а^ • соз % + 

+ А 0^36/3 • С 08 

Подставив в этом последнем уравнении вместо со 8 д?, сов 
и С08 'ф их только что выведенные значения, получаем: 


(Л а^о^а^У = (Л оа^а^У + (А оа^а^У + 

+ (Л оа^аУУ — 2 Д оа^а^ • Л оа^а^ • соз 

— 2Л оа^б/з • Д оа^а^ • соз Х^ — 

— 2 Д оа^а^ • Д оо^п^ • соз Х^, 

Таким образом, мы видим, что (в каждом сфеноиде): квад¬ 
рат площади одной из граней сфеноида равен сумме квад¬ 
ратов площадей трех других его граней без удвоенных про¬ 
изведений тех же площадей по две взятых на косинусы дву¬ 
гранных углов между этими площадями. 

Из чертежа 180 видно, что площадь треугольника оа^а^ мо¬ 
жет быть выражена: 

Д оа^а^ = ^ = 

Точно также: 

Лоа^йз == |оаі-оаз-.8Іпй;ііГз= |•-^•8ша;1Жз 

Д оязаз = Г о «3 • Ойз • 8ІП ^30:3 = Г • • зіп а^з^з 

Вставив эти выражения в формулу квадрата площади 
грани сфеноида, находим: 

4 (А а, «2 а^У = ■ 8 Іп«а;і ог^ А + 

, С§ '9 л 6 ^? Со Со • • •Т 7 ' 

-4- - о О • ^т^х^Хо — 2-4-^— • зшгс. х^ • зіпо:, Хо • соз X. — 

РІРІ 2 3 12 13 1 

— 2 . зіпл?! х^ • зіпгГоіГо • соз Хо — 

МІѴъ ^ ^ ^ 

— 2 ^ ~ • зіп іГзГГд • зіпа:^ х^ • соз Хд 

РіРі Рі 


(3) 
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Приняв за основание сфеноида грань опустим из 

вершины о перпендикуляр о^ = к на эту грань. 

Об’ем сфеноида V, как известно, будет выражаться равен- 
стаом: . - 


рг _ ^ л 2 ^3 • к 

у — 3 , 


Если принять за основание сфеноида іу)еугольник 
то тот же об^ем V выразится равенством: 


Л оа^а^' аа. 


Г 


3 


Из этих выражений получаем: 

к • Л = а^з • Л оа^^з 


( 4 ) 


Из прямоугольного треугольника а^а\ имеем: аа^=- 
= азЬ^зіиХ^, а из прямоугольного треугольника а^Ъ^о полу¬ 
чаем: а^Ъ^ = 8 Іпд;^л;з/ 

Таким образом, находим: 


аа^ = оа^- зіпХ^ • 8Іпа;^;Гз. 


На основании равенства ( 2 ) получаем: 

8ІІ1 ;Гз • ВІИ Х^. 



Возведя в квадрат уравнение ( 4 ) и подставив в получен¬ 
ном уравнении вместо только что найденное ее значе¬ 
ние, а вместо площади Аоа^а^ ее выралѵение из равенства (1), 
находим: 


с|с|с| • ^2 • ВІП^^іЛ’з • ВІП^Хі 

р!ріРІ‘^(^ «1 0^2 


( 5 ) 


Приняв точку о за центр, опишем шаровую поверхность 
радиусом ох'і = 0X2= о хі Плоскости х^ох^^ х^ох^ и х^ ох^ пе¬ 
ресекутся с поверхностью построенной сферы по дугам боль¬ 
ших кругов Х\Х2 = і Х^Х^, ХіХг = і Х^Х^ и Х2Хъ = і х^х^, 
образующих сферический треугольник. 

Из сферической тригонометрии мы знаем, что 


СОЗ Х^х^ = С08 Х-^Х^ • С08 Х^Х^ + ЗІП^Г^Л^з * ^'^^Х^Х^ • СОВ Х^. 
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Из этого выражения мы можем вывести: 

. ^ соя X. — сон X, Х^ • сов X. Хо 

а) С09 X = - ^ - 

' ^ 81 ПЛ:^Л ?2 * 

откуда: 

1 — СОВ^Жі Х^ — СОЗ^Жі ^3 — СОЗ^Л^з^з-І" 
. 9 V +2 С08 X. Х^ • СОВ .г, Х„ • СОВ Х 9 Хо 

зш^А, = —^- — - ^ ® 




Подставив это выражение вместо зіп^ Х^ в уравнение (5) и 
заменив в этом уравнении Л ее значением из ра¬ 

венства ( 3 ), получаем: 




( 6 ) 


1 —СОВ^ Х^ Х^ — СОЗ^Жі ^3 — соз^ Л^З^З + 

+ 2 сов Х^ • сов Х^ Жд • сов Х^ Жд 

• 9 <2^1-9 , Рч • 9 

вш^Жз Жд -|- -^2 Вт ^х^ іСд -|- віп-л;^ х^ — 

2 ріР 2 . . 2 «іР„ . 

-81П Л?2 Л^з* 81П а?! Жд- сов Ад-ВШ ^2 * 

Сі Сд ^8 ' 

Л 7 - • • -ХА 

: ВШ х^ Х^ • сов Ад- с с ~ ^2 ' Жд- СОВ 

Из построенного нами сферического треугольника мы имеем 
также: 

ппа /у* /у* _ пг\а ^ /у* ^ ппа /, 

^2 ^3 


b) С08 Хз == 

c) С08 Хз = 


• СОВ Х^^ Х^ • СОВ х^ х^ 
ВШ х^ а?2 • 8ІП х^ Жд 
сов ж, ж 9 — сов X, Хо • СОВ Хо Хо 


и 


ВШ Жі Жд • ВШЖд Жд 

Вставляя значения соз Х^, соз Х2 и соз из выраже¬ 
ний а), и с) в уравнение (6), получаем: 

Д2 _ 1—СОЗ^Ж^ Жд — СОВ^Ж^ Жд — СОВ^Жд Жд + 2 соя ж, Жд • СОВЖ^ Жд-СОВЖдЖз 

^ ” Й.4.Р2 Ц-ІІ- - 




-СОВЖі Жд- — СОВЖі Жд — 


{ Рі I Р9 


I Рз 

4* “ сов ж, 

Сч 




На основании сделанного построения, мы зактючаем, что 
1 г = о^ будет представлять собою расстояние между двумя 
ближайшим, параллельными друг другу, плоскими сетками 
символа (Р1Р2Р3)* 
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8. ОБ’ЕМ ЭЛЕМЕНТАРНОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА 
И ПЛОЩАДЬ ЭЛЕМЕНТАРНОГО ПАРАЛЛЕЛОГРАММА. 

Если обозначим через 5 величину, равную плоіцади эле¬ 
ментарного параллелограмма плоской сетки 
5. /г = П, где V — величина, равная об’ему элементарного 
параллелепипеда данной пространственной решетки, а к — 
расстояние между двумя ближайшим друг к другу плоскими 
сетками символа {р^р^Р^- 

Уже раньше было доказано, что V будет постоянным, на 
каких бы трех сопрялшнных рядах мы ни построили эле¬ 
ментарный параллелепипед данной плоской сетки. Об’ем V 
каждого такого параллелепипеда, как мы видели, будет вы¬ 
ражаться V = А. 5. 

у 

Таким образом: ^ ^ 'ь 

Легко доказать, что 

у ^ ^ ^ ^ 2-^3 + 

^ -Ь 2 СОЗЙГ^іСз- СОЗіС^^Гд • СОЗЛ^з^Гд 

в самом деле, построим элементарный параллелепипед на 
трех сопряженных рядах ох'і, 0 x 2 и ох^ (рис. 181), причем 

о Х-^ — 0X2 ' — ^2 И О Х^ — Сд, 

где ^2 и Сд — Д.7ШНЫ проме¬ 
жутков соответстаующих рядов. 

Из точки х^ опускаем перпен¬ 
дикуляр л’дй на плоскость 0 x^X 2 
и другой х^а^ на линию ох^. 
Из прямоугольного треуголь¬ 
ника х^(Іа^ получаем: 

х^сі = х^а^ • зіп (/. х^а^^сі)^ 

причем іх^п^Л будет двугранным углом между плоскостями 
0 x^X 2 и ох^х^. 

Из прямоугольного треугольника х^а^о находим: 

^ 3^1 ^ ^^3 ' ^ 1^3 — между ох^ и ех^. 
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Из этих выражений определяем: 

Х^СІ = ОХ^ • 8ІП Х^ Х^ • 8ІП {і х^а^ Л). 

^Заменив угол х^а^й его выражением посредством углов 
^\Ох^ = л:, ^3 и х^ох^ = х^х^, совершенно ана¬ 
логично, как и в случае нахождения высоты аа^ сфеноида 
о (рис. 180), получаем: 

X й =- і/ 1 — СОЗ^ Х^ — С08^ Х^ Х^ — С08^ х^х^ + 

3 У 4- 2 С08 Х^ Х^ • С08 Х^Х^ . С08 Х^Х^ 

Так как площадь параллелограмма ох^х^ равна 


ох^' ох^- 8іпл;і*д:9, то 


1*^2’ 


у ^ ^ ^ і/і — СОЗ^ Л -’5 Х^ — С 08 ^ х^ Х^ — С 08 ^ Х^Х^ -|- 

1 2 3 |/ 2 С08 Д;^ГГ2 * * ^^^^2^3 

у 

Подставив в выражении 5 = у вместо V только что най¬ 
денную величину, а вместо 1г соответственную величину из 
уравнения ( 6 ) § 7, находим: 


8^ = с*с|с| 4|г 8ІП* ^ + |1 ' 

\ ч ч ч ч 

-хг 2 ю. . 

• 81П Х^Х^ • 8т Х^х^ • С08 Ад- - • 81ПЛ:^Л’2'81^ ^2^3 ' 

Сі Сз 

• С08 -• 8ІП Х^ Х^ • 8ІП х^ Х^ • С08 (8) 


или 

5^ = (^1с\р\ х^х^ + с\с\р\ ѳіп^л^^ггд 4- с\с\р\ 8Іп^д;і5;2 — ] 

— 2 б?! С^2 '1^1 14 9«и .С^Гд* 8 І и Х^Х^ • С08 Хд— Сд ^3 8 І П :Гі ^^2 • (8а) 
• ЗІН ^2^3 * ^2 ~~'^^1ЧЧР2Рг ^1^2 ■ бШЛ^і^Гд- С08 Х^ \ 


Обозначим плоищди элементарных параллелограммов соот¬ 
ветственных плоских сеток символов (ІОО), (010), (001) и 

(РіР^Рз) 5 ( 100)1 ^( 010 )’ ^( 001 ) ^ ^(РхРгРвУ 

Из уравнения ( 8 ) получаем: 




1 


. 

^(100) 

= ^і^г^з ' 


8ІПЛ’2Л:з = 

' 8шл:2а:з 

о 

о 

= 

1 

Ч 

8ІП Х^ Х^ = ^8 

• 8ІП Х^ ГГд 

о 

о 


1 

8ІП Х^ Х^ = ^2 ' 

• 8ІІ1 Х^ Х^ 







98 


Геометрия пространственных решеток 


Вставив эти выражения в уравнение (8а), находим: 

^‘‘^РіРгР.) -^^(100) Р\ “Ь “Ь ^'(001) 5(100) * 

’ Р'2 ^(ОІО) ' 008 Хз ^(100) ‘ І^З^(ООІ) ’ ^2 ^і^2^(010) 

* і ^3^(001) -^1 


(9) 


9. ПОЛЯРНАЯ ПРОСТРАНСТВЕННАЯ РЕШЕТКА. 

Положим, нам дана некоторая пространственная решетка. 
Проведем через одну из гомологических точек, принятую за 
начало координат, перпендикуляры к трем сопряженным 
плоским сеткам данной пространственной решетки. На каж¬ 
дом таком перпендикуляре отложим, начиная от точки, при¬ 
нятой за начало, длину, равную отношению мел;ду величиной 
площади элементарного параллелограмма той плоской сетки, 
к которой перпендикулярна данная нормаль, и средним рас¬ 
стоянием между іюмологическими точками данной решетки. 

Эти три нормали мы можем рассматривать, как три сопря¬ 
женных ряда некоторой пространственной решетки. Приняв 
эти ряды за координатные оси, мы можем построить про¬ 
странственную решечжу, которая будет называться полярной 
решеткой по отношению к первоначально взятой решетке. 

Ряды и плоские сетки полярной пространственной решет¬ 
ки мы будем обозначать такими же сиаівола™, как мы это 
делали при обозначении соответственных образов в перво¬ 
начальной решетке, заключая эти символы в фигурные скоб¬ 
ки { }. Таким образом, символ {[^і^2^з]1 будет обозначать не¬ 
который ряд полярной решетки: { [РхР^РъІ } обозначает опре¬ 
деленную плоскую сетку данной полярной решетки и т. д. 

Обозначим: х^х^ — плоские углы между соот¬ 

ветственными осяіѵт координат в первоначальной решетке; 
Хі, Хд — двугранные углы между плоскостями коорди¬ 
нат, для которых последовательно ребрами пересечения бу¬ 
дут служить х^, х^, х^, 

В полярной пространственной решетке мы примем за оси: 
[х^] — нормаль к плоской сетке х^ х^ первоначальной решетки. 
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Положительные концы этих осей мы примем направленныаш 
в ту же сторону, как и положительные концы осей и 

первоначальной пространственной решетки. 

Обозначим плоский угол между осями {д:^ и [х^] через 
[х^х^]', плоский угол между [х^] и \х^] через {д^іД^з} и 
плоский угол меладу [х^] и {дд} через {д^ 2 ^з}- 

Двугранный угол между плоскостями осей, для которого 
ребром будет атужить ось { д^і }, обозначим через {}; 
двугранный угол с ребром { Хо } обозначим через {Хз} и, 
наконец, двугранный угол с ребром [х^\ обозначим через 
• 

Приняв такие обозначения, мы увидим, что промежутки 


рядов, принятых 

за оси { 

Жі), {х^} и { 

Жз} будут: 

По оси [х^] 

- 


• 8ІП х.^х^, 


- {^з} 

II 

о 

11 

• 8ІП Д^Дд, 

{^3 } 

- {^з} 

~ ^(001) ~ ^1^2 

• 8ІП Х^Х2- 


На основании известных свойств полярных сферических 
треугольников, мы имеем: 

{^1^2} = 180 Хд ; { Д^іД^з } = 180 ^— Хз*, {Д^г^з 180 ® —Х^. 
{Хі} = 180 ® — ДзДд; {Хз} ^ 180 ®— ДіДд*, { Хз}= 180 ®—д^Дз* 

Изучение свойств полярной пространственной решетки 
имеет чрезвычайно важное значение для решения наиболее 
простым и удобным способом целого ряда проблем геомет¬ 
рической кристаллографии. 

10. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ПОЛЯРНОЙ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ РЕШЕТКИ. 

Пололшм, ЛБВ некоторый треугольник в плоскости Ж 
(рис. 182). 

Пусть N — плоскость, проходяіцая через вершину Б тре¬ 
угольника АББ^ пересекаюш,аяся с плоскостью Ж по линии 
ББ и образующая с этой плоскостью двугранный угол а. 

Из вершин А Б треугольника АББ опускаем пер¬ 
пендикуляры АА^ и ББ^, на плоскость N и через АА^ 

14: КРИСТАЛЛОГРАФИЯ 7 
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проводим ПЛОСКОСТЬ АА^Е, пер¬ 
пендикулярную к линии ВЕ 
пересечения плоскостей Ж и Ж 
Соединив прямыми точки Л, В 
и X), получаем ортогональную 
проекцию треуго*]іьника АВВ 


на плоскости Ж 


Заметив, что по построению 
АЕ ті А^Е перпендикулярны к ВЕ, находим: 

ААВЕ=\ВЕАЕ и А А,ВЕ ^ ^ ВЕ ^ А,Е, 


АЛВЕ АЕ 


откуда: 


АА^ВЕ А^Е' 


Опустив из точки В перпендикуляр ВЕ^ на линию ВЕ, 


находим: 


АВВЕ ^\ВЕ ВЕ^ 
АВВ,Е=^ВЕ^В,Е„ 


А ВВІ! __ ВЕ^ 


откуда получаем: == * 


Из прямоугольных треугольников АА^Е и ВВ^Е^ находим: 


А^Е = АЕ С 08 а 
В^Е^ = ВЕ С 08 а. 


Таким образом, мы имеем: 


Л ВВ,Е 
А ВВЕ 



откуда получаем: А А^ВЕ А АВЕ • соз а 
А ВВ^Е = А ВВЕ • С 08 а 


Взяв эти два последние уравнения и вычтя из первого 
уравнения второе, получаем: 

Д А^ВЕ -АВВ^Е={ААВЕ-А ВВЕ) соз а, 
но АА^ВЕ- АВВ,Е= А Л^А 

и А АВЕ-АВВЕ = А АВВ, 

как это ясно из рис. 182 . 

















Геометрические свойства полярной пространственной решетки 99 


Приняв это во внимание, получаем: 

Л А^ВВ^ == Д АБВ • С08 а. 

Если мы будем перемещать плоскость N по направлению 
АА^, перпендикулярному к этой плоскости, то при таком 
перемепщнии, очевидно, точки А^^ В іа. В^ постоянно будут 
находиться на перпендикулярах, опущенных из точек А^ В 
іа В ш перемещающуюся плоскость, причем треугольник 
А^ВВ^ останется неизменным. 

В виду этого, мы можем сказать, что величина площади 
ортогональной проекции данного треугольника будет равна 
величинѣ его площади, умноженной на косинус двугранного 
угла между плоскостью данного треугольника и плоскостью 
его ортогональной проекции. 

Из вершины о сфеноида оа^а^а^ (рис. 183) восставляем 
к трем его боковым граням оа^а^ нормали 

^^ 3 ’ расположенные по 
отношению к каждой грани с 
той же стороны, где нахо¬ 
дится вершина сфеноида, про¬ 
тиволежащая данной грани. 

Откладываем на каждой такой 
нормали длину, равную число¬ 
вому выражению площади тре¬ 
угольника перпендикулярной 
к ней грани сфеноида. Сделав 
такое построение, мы увидим, 
что диагональ параллелепи¬ 
педа, построенного на ребрах 

оЪ^іа будет перпендикулярна к плоскости и 

равна по величине площади треугольника 

По построению мы имеем: оЪ^ = ооЪ ,2 = о 
и оЬд = Д оа^а^. 

Так как о \ перпендикулярны к плоскостям 

то й обратно, оа^ будут также пер¬ 

пендикулярны к плоскостям оЬдЬд, оЬ^Ьд и 

Опустим из точки о на основание сфеноида — 

перпендикуляр од и проведем через точку \ плоскость 

' 7 * 
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параллельную плоскости и, следовательно, перпенди¬ 

кулярную к ребру оа^ Плоскость 8 Ъ^^^ пересечет ребро оа^ 
в точке 5, а нормаль — в точке Проектируем тре¬ 
угольники оа^а^ и на плоскость зЬ^д^ 

Так как эти треугольники имеют обіцую сторону а^ао, а 
вершины о и «3 будут проектироваться на плоскости зЬ^д^ 
в одной и той же точке 5, то проекции этих двух треуголь¬ 
ников на плоскости 563^^ совпадут друг с другом и будут 
представлять собою треугольник зЪ^д^ 

Как мы видели, плопі,адь проекции треугольника оа^а^ 
будет равна плоіцади этого треуголі>ника, умноженной на 
косинус двугранного угла между плоскостями оа^а^ и зЪ^д^ 
Заменив плоскости о аз и з\д^ их нормалями оЪ^ и о ад, 
получаем: 

Л оа^а^ • со8 і {оЪ^ : оа^ = Л оа^а^ • = оз. 

Плогцадь проекции второго треугольника будет выражаться: 
Л а^азад • со8 і {од^ : оа^ = Л а^^азад • • 

Из этих вырал^ений, в виду равенства проекций, получаем: 

л 

08 = /л а.а^а. -, 

откуда находим: од^ == А 

Проведем через точку \ плоскость, параллельную о\Ъу 
Легко доказать аналогичныіуі рассуждением, что эта плоскость 
пересечет од опять в точке находящейся от точки о на 
расстоянии, в точности равном величине площади треуголь¬ 
ника а^азад. 

То же самое получится, если провести через точку 
плоскость, параллельную оЪ^Ъ^, Эти три плоскости вместе с 
параллельными им плоскостями о\Ъ^^ и оЪ^Ь^ обра¬ 

зуют параллелепипед, у которого оЪ^, оЬ^, о\ будут ребрами, 
а 0^1 диагональю. 

Эта диагональ, как мы уже видели, будет перпендикулярна 
к плоскости треугольника 
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Из самого хода рассуждений мы можем вывести следующее 
заключение. 


Если длины ребер оЪ^ будут пропорциональны 

ве.іичинам площадей, перпендикулярных к ним граней в от¬ 


ношении 1: іг, то длина диаго- 
шш о^^ будет находиться в 
таком же отношении 1 : п к 
площади ив то же 

время будет перпендикулярна 
к плоскости а^. 

Положим, нам дан некоторый 
параллелепипед ОС ВВЕЛ 
(рис. 184 ). 

Обозначим: 



ОС = С,Е= ИД = ВО = 
ОВ = СВ =АС, = ЕВ, = аз 
ОЕ=СС, = АВ =ВВ,=^аІ 
Диагональ параллелепипеда: ОА== а. 
Диагонали граней АС = Ъ, 

АВ=Ъ^ 

ОВ = \ 


Углы: а,\ = а: а, = ^ 

* ^3 — ^ 1 ^ 3 ^ ^ * ^2 —^ 

• а^ — Л/д, а . а^ 

Из треугольников О АС и АВС имеем: 

Ц == .+ а\ — 2 аа, • соз ^ 

+ ^3 “ 2 аз ад • соз ( 180 ® ■— 


откуда получаем: 

^03 ^ а^-Ь а| — Н + «І + 2 а; Стз- соз х^) 

^ 2 аа^ 

Из треуголышков ОАВ и АВВ имеем: 


( 1 ) 


ЪІ = а\ — 2 аа^ ■ соз (р 

= а, + «3 — 2 а^аз • соз ( 180 ® — 
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Из треугольников ОАВм ОВВ имеем: 

ЪІ = + а\ — 2 аа^ • соз ф 

Ъ\=- а\ + аі — соз (180® — 


откуда получаем: 

^ а^ + 4 — М + + 2 «1 ^ 2 - ^08 Д ^ 2 ) 


Через вершины В ж В параллелепипеда ОСВВАЕ про¬ 
ведем две плоскости, перпендикулярные к диагонали О А. 

Положим, эти плоскости пересекут диагональ ОА ъ точ¬ 
ках Е ж Сг. Ш точки Ѳ проведем ѲН В В до пересе¬ 
чения в точке Н с плоскостью, проходяп],ей через точку В 
и перпендикулярной к О А, Лено, что при таком построении 

ап=^вв^ ОС = а^. 

Сделав такие построения, проведем прямые ЕВ, ЕН ж В Сг» 
Заметив, что і НСгО = і СОСг = так как ОС ОН ж 
эти углы будут накрест лежащим, находим из прямоуголь-. 
пых треугольников ОЕВ, АО В ж ОЕН: 


ОЕ = «2 соз ф 
АО = соз ф 
ЕО = «1 соз р. 


Сложив почленно эти три уравнения, и приняв во віт- 
мание, что ОА=ОЕ-\-ЕО +АО, получаем: 


(4) 


а = соз ^ + а 2 соз ф + % соз ф. 


Подставив в уравнение (4) вместо соз р, соз ср ж соз ф, ве¬ 
личины этих углов, согласно уравнениям (1), (2) и (3), получаем: 


+ 


«1 + Да + 2 «3 <^08 х ^ )] 

2 аа^ ' 

[«2 + ДІ — (<^1 + + 2 «1 «5 С 08 х ^ )] 

2 а аз ^ 

— (^1 + + 2 «1 ^г)] 

2 а а. ’ 
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откуда находим: 

а\-\- а\ аі 2 соз 1 ^ 

+ 2 аі «3 С 08 х^х^ + 2 ^ 2^3 сов х^х^ ) ^ ^ 

Таким образом, мы видим, что квадрат диагонат парал¬ 
лелепипеда будет равен сумме квадратов трех его непарал¬ 
лельных ребер плюс удвоенные произведения из трех этих 
ребер, по два взятых, на косинусы углов между этиіѵш ребрат. 

Примем ОСВВАЕ за некоторый параллелепипед по¬ 
лярной пространственной решетки, построенный на ребрах 

ОС = • Ох^, О В = Р2 • 0x2 ® ОЕ == р^ • Ох^. 

Так как Ох^ = {^і } = ^(юо)’ 

0 x 2 ^ { ^2 } ^ ^(010)’ 

Ох^ = { б^з } = 5^001)’ 
то, следовательно, мы можем написать: 

ОС = Рі • 5 ( 100)5 

О В = Р2 ' 5(010), 

ОЕ = р^ • 5(001)• 

Приняв такие обозначения, мы, на основании только что 
доказанной теоремы, находим: 

( 0 ^) =^^*5^00)-Ьр2 ' - 2 ^з‘^( 001 )“ 1 ~ ^і^ 1 ^( 100 )-^ 2 ^( 010 ) С08Л:і^2"І" 

"Ь 2^1 5 ( 100 ) 2 ?з 5 ( 001 ) соз Х^Х^ "Ь 2^2 ^( 010 ) Рз ^( 001 ) ^2^3* 

Так как {^ 2 } = 180® — Х 3 , 

{^ 3 } ~ 180® Х 2 5 

{^ 2 ^ 3 } = 1 ^^® — ^15 то# 

(О А) = р^^(^^^у + ^( 100 )^ 2 ^( 010 ) ^3 

- 2 Рі 5(100)^35(001) СО8Х2 ~ ^Р2^(010}Рз^(001) <^03 ^1* 

Сравнив это выражение с уравнением (9) § 8 , заключаем, что 
ОА = 5(ріР2рз) 
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Из этих рассуждений мы выводим следующее весьма важ¬ 
ное положение: 

Если на трех рядах полярной постранственной решетки, 
принятых за оси координат, отложить от начала осей отрез¬ 
ки, равные: , , 

{^} по оси 

Р2 {с^} по оси 0x2, 

Рз {Сд} по оси Ох^ и 


на таких отрезках построить параллелепипед, то диагональ 
такого параллелепипеда будет перпендикулярна плоской сетке 
(РіР2Рз) ® длине равна площади элементарного паралле¬ 
лограмма этой сетки. 

Таким образом, индексы символа какого-нибудь ребра по¬ 
лярной решетки {[^і^з^д]} будут равны индексам символа 
(Р1Р2Р3) грани первоначальной решетки, перпендикулярной 
к ребру {[^і^2^з]} полярной решетки. 


11 . УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ ВОЗМОЖНЫМИ РЕБРАМИ 
КОМПЛЕКСА. 

Посмотрим теперь, как мы можеіч определить угол меж’ду 
двумя возможныйш ребрами кристалжческого комплекса, если 
известны символы этих ребер [г^^зГд] 
и [г;г^г']. 

ІІололшм (рис. 185 ), ОШ = г — 
д.іина промежутка ряда простран- 
ст^венной решетки, соответствуюіцего : 
направлению ребра [г^ГзГд] и оп= г' 
— д.тна промежутка ряда, соответ¬ 
ствующего ребру 

Пусть ох^, 0X2 и ох^ — три ряда 
пространственной решетки, принятые , 
за кристаллоірафические оси, с про¬ 
межутками: по ох^ — с^\ по 0X2 — С2 
и по ох^ — Сд. 

Положим: і {ох^: ох,^ == х^Х2\ 

і{рХ^\ОХ^=-Х^Х^ и і{рХ2\ОХ^^Х2Х^. 5 



Рнс. 185. 
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Обозначим, кроме того, двугранный угол с ребром ох^ через 
Хр с ребром 0X2 через Хз и с ребром ох^ через Х3. 

Приняв ох^, 0X2 и ох^ за ребра, а от и за диагонали, по¬ 
строим два параллелепипеда о а- а^а2а^ т и о а' а' а'^па^ а'. 

В этих параллелепипедах мы имеем: 

ууь — 6^2 бі^ — о (Х'-у ѵ , 

= 002 = ГдСз, 

«2 6^5 = О^т = бІ^бЗГз = б)бГз = Г3О3 

и ббдбг' = а^п = а'^аі == оа[ = , 

= ^ 4 ^ = ^1^6 = ^^3 = ^ 3 ^ 3 - 

На основании приведенного выше выражения диагонали 
параллелепипеда через длины его ребер, мы имеем: 

= гісі + гісі + гісі + 2 С 08 + 

+ 2 О3 СОЗ Х^Х^ -Ь 2 ^ 2 ^ 3 ^ 2^3 ^ 2^3 ^ 

(г'у = + (>"> 2 )^ + (^'з<^з)^ + 2 г'у'сіСз совЖіа;^ + 

Н- Зг'ГдО^Сз С 08 д;іЛ:з + Зг'Гз'Оз^з созл^з^^з- 

Соединим точки т и >г прямой т>г. Так как, по по¬ 
строению, тип — гомологические точки пространственной 
решетки, то направление тп должно быть непременно воз¬ 
можным ребром данной пространственной решетки. 

Перенесем теперь кристаллогра( 1 )ические оси параллельно 
самим себе до совмеіцения начала осей с точкой т. 

После такого переноса получаем шбі'/, та^т^ та^ — не¬ 
которые отрезки на новых кристаллографических осях, па¬ 
раллельных ранее принятым. Построим на этих осях па¬ 
раллелепипед та^ а^а^а^а^а”. В этом параллелепипеде грани 
а^а'^па^ и па'^а[а[ будут совпадать соответственно с гра¬ 
нями а^а^па^ и а[а^па^ параллелепипеда оа[а^а2а^па^а^. 
Заметим, что 6X5б^'' = оа[ = г[ и а^т оа^ = 

В виду этого, мы имеем: 

та'І^ == а^а[ — а^т = г^ Гу 
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Точно также получаем: 

та'' = оа'^ — оа^ = 

и та^ = оа' — оа^ = “ ^з* 

Выражая дмну диагонали параллелепипеда та^а^а^а'^а^ 
через его ребра и плоские углы, получаем: 

{шпу = {та[У + + {ша'^У + 2 та'' • т а'' • сов % 

+ 2 та'' • та'з' • сов х^х^ + 2 та^ • та'з • сов х^х^. 

Заменив та'', та'' и та^ их только что выведенными 
значениями, находим: 


{тпУ = {г[ — гУУсІ + (г; - г^УсІ + (г^ - г^^сі + 

+ 2 (г^ — Гі) (г' - Гг) Сі Сз • соз Жі Жз + 

+ 2 « - Гі) (Г^ - Гз) Сі Сз • С08 Жі л^з + 

+ 2 (>*2 — Г^) (Гз — Гз) Сз Сз • С08 Жз . 

Теперь нам известны три стороны треугольника отп, 
В виду этого, мы легко можем определить тригонометрические 
величины углов этого треугольника и в частности сов угла 
при вершине о, а именно: 

сов і (топ) = сов {г : г) = . 

Вставив в это выражение вместо от, оп и тп най¬ 
денные их значения, получаем: 


сов (г : г ) = -— 


П Ч с? I г (П + »•! «і • со® а:, ж, + 

+ ГзГ^с|[ + +(ГіГ^ + Г{Гз)СіСз -008 «1333+ 
^ + (^•8 ч + ЦЧ)Сг Ч ■ С08 Хг «3 


>< 


-ш / » іСі 

|/ +ФІ 

/ 


+ ГІСІ 


I 2ГіГзСіСз.соаа:,а;зі 

+ + 2 г,ГзС,Сз-со 8 а;,а;з } X 

+ 2ГзГзСзСз-С08а;за:, 


(»’'іСі)*| I ЗГі'г^СіСз-СОЗЖіЖз 
+ (»•'* с*)* + I +2г;г^с,Сз-С08а:іа;з 

+ (г'з Сз)* ) ' 4- гГз'Гз'СзСз-СОЗЖзЖз 
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12 . УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ РЕБРАМИ В КУБИЧЕСКИ- 
ИЗОТРОПНОМ КОМПЛЕКСЕ. 

Взяв общее выражение для косинуса угла между двумя 
ребраіѵш г символа и г' символа кристалли¬ 

ческого комплекса и приняв во вішмание, что для кубически- 
изотропного комплекса мы имеем: = х^х^ = х^х^ = 90 ®, 

= 1, получаем: 


С 08 {г : г) 


У(^! + ГІ + г|) іг\ * 4 - г'2" +г'з 


Принимая во внимание, что 8 ш (г : /) = Уі — со 8 ^ (г : г) 
и {г : г') = ^ , находим: 

° ^ ^ С08 {г :г) 


8Іп(г:г') = Л]/^ 


РІ+Р\+РІ 


(г| + г| + г|) (г'і " + »''2* + >''з*) 


1'де 


(>•: г') 


ьур\ + рі і-рі 

ГіГі'+Г^Г^ + ГзГд' 


ЬР^ = г^Г'^ — ГдГ' 
^19V. = >'з»і - ^1^3 


Ір^ ^ г^г'^~ г^г[. 

Так как символ грани и ребра, к ней перпендикулярного, 
ДЛЯ кубически-изотропного комплекса равнозначны, то мы 
можем рассматривать полученные наіѵш выражения, как зна¬ 
чения угловых величин между перпендикуляра™ к граням 
данных символов. Таким образом, для нахождения угла между 
перпендикулярами к граням и {р[р'^р'2,) мы можем 

составить следующие выражения: 


соз (р :р') = + 


ѴіРІ +р 1 +рЪ (р? + Р? +Р?) 
8 ІП {р:р') = і^]/( 


‘ГІ + ГІ + гі 


ІРІ+РІ+ РІ) КР'і^ + + Р ?) . 




А;у'гг + г| 4 -г| 
РіРі +Р8Р2+Р3Р3 
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где 

^^2 = РзР'і - РіРі, 

кгз =РіР2—Р2Р[, 

& р ѵі р' — перпендикуляры к граням {р^р^р^ и (рір^р'і)- 


13 . УГЛЫ МЕ 1 КДУ ПЕРПЕНДИКУЛЯРАМИ К 
ВОЗМОЖНЫМ ГРАНЯМ ІЮМП. 1 ЕКСА. 

Как мы знаем, в полярной пространственной решетке: 

{ Сд } = ^( 100 ) ~ ^ 2^3 ^ 2^3 
{ ^2 } = 5 ( 010 ) ~ ^ 1^3 ^ 1^3 
{ ^3 } ~ ^( 001 ) ~ ^ 1^2 

{г) =р 

{ос^х^} = 180 ® — Хд 

{^ 1^3 } = “ ^2 

{а^іГГз} = 180 ®-Хз 

Рассматривая выражение со8 (г : г'), как величину соз угла 
между двумя ребрами в полярной пространственной решетке, 
мы можем заменить величины, взятые в полярной решетке, 
величинами, равными им в первоначальной решетке. 

Сделав такое изменение, получим выражение для соз угла 
между перпендикулярамии р' к двум граням кристалли¬ 
ческого комплекса, а именно: 


соз (р :р') = 

1 ВІПХ^Х^ СОбХд 

з'сІсІзіп^іГіЛ^з і — ^^■{р^РІ+р[Рі)с;сІс^втх^х^виіх^х^совХ^ 

^2е^,е^8І^1^x^x^> 


РіРІсІсІвіп^х^х, 
+ А 1 > 2 С| 

. +РьРье] 


+ (Ь-Уз+ 1 ^ 2 І> 8 )сКс 8 8 Іпа;,а;з 8 ша:іа;,созА, 




^Р|с|с| 8 ІП*Ж 2^3 1 


1 2 р^ Сд Сз с| 8ІП Х^ Х^ 8ІП Жд Жд СОЗ Хд 
~\~ ^РіѴъ ^3 х^ 8ІП Жд Х^ С08 Хд [ >< 

^р^р^с\с^с^втх^х^втх^х^о.овХ^ 


1 / {р\с^с^)Чт^х^х^ 

^ У +(Р'іСіСз)^®>“*^іа ;8 
+ 0 >' 8 СіС 5 )*зіп*л;,а :2 


2 РІР^Сі Сз с| 8ІПЛ:*2 Жд 8ІП Жд Х^ С08 Хд 
— ] + 2 _Рд Рз' Сд с| Сд ѲІП Х^Х^ 8ІІ1 Жд Х^ С08 Хз 
Ч- 2 р^Ръ с} Сз Сд 8ІП Жд х^ 8ІІ1 Жд ІСд С08 Хд 
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КЮММЕЛЬ. Фотохимия. 

АНИЧКОВ. История французской литературы. 
КРАУЗЕ. Солнце. 

КОБРАК. Уход за младенцем. 

КАЙЗЕР. Азот и его утилизация. 

ШКЛОВСКИЙ. Современная русская проза. 
ГАМЕЛЬ. Основные понятия механики. 

БИ ДЕРМ АН. Взрывчатые вещества. 

ШМИДТ. Число и форма. 

ШВАРЦ. Освальд Шпенглер. 


ИЗДАТЕЛЬСТВО И. П. ЛАДЫЖНИКОВЛ 

БЕРЛИН \Ѵ50 












